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MOTTO 
 
Allah kelak akan memberikan kelapangan sesudah kesempitan 
(Qs. Ath Tholaq: 7) 
 
Boleh jadi kamu membenci sesuatu padahal ia amat baik bagimu, dan boleh 
jadi pula kamu menyukai sesuatu, padahal ia amat buruk bagimu, Allah 
mengetahui sedang kamu tidak mengetahui 
(Qs. Al Baqarah: 216 ) 
 
Jika pikiran saya bisa membayangkannya, hati saya bisa meyakininya, saya 
tahu saya akan mampu menggapainya 
(Jesse Jackson) 
 
Kemuliaan paling besar bukanlah karena kita tidak pernah terpuruk, tapi 
karena kita selalu mampu bangkit setelah terjatuh 
(Oliver Goldsmith) 
 
Waktu lebih berharga daripada uang 
Anda bisa meraih uang lebih, tetapi anda tidak bisa meraih tambahan waktu 
(Jim Rohn) 
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ABSTRAK 
 
Pada skripsi ini dikaji mengenai model Susceptible Infected Recovered 
(SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear. Model ini merupakan 
model penyebaran penyakit menular yang berbentuk sistem persamaan diferensial 
tak linear. Pada model SIR ini diasumsikan adanya waktu tunda. Waktu tunda 
menyatakan waktu inkubasi penularan penyakit. 
Tahap menganalisa model SIR meliputi mencari titik-titik ekuilibrium, 
menganalisa kestabilan titik-titik ekuilibrium, dan menganalisa perubahan waktu 
tunda terhadap kemungkinan terjadinya bifurkasi. Penentuan kestabilan titik 
ekuilibrium dilakukan secara lokal dengan melakukan linearisasi terhadap sistem. 
Penentuan jenis bifurkasi pada model SIR dengan waktu tunda dan laju penularan 
bilinear dilakukan dengan metode center manifold dengan menggunakan 
parameter waktu tunda. 
Berdasarkan hasil analisa, diperoleh dua titik ekuilibrium bebas penyakit 
dan satu titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit yang pertama 
(𝐸0) tidak stabil, titik ekuilibrium bebas penyakit yang kedua (𝐸1) stabil asimtotik 
lokal jika basic reproduction number (ℛ0) kurang dari satu dan tidak stabil jika 
basic reproduction number (ℛ0) lebih dari satu. Di lain pihak, titik ekuilibrium 
endemik (𝐸+) stabil asimtotik lokal jika basic reproduction number (ℛ0) lebih 
dari satu dan kurang dari sama dengan tiga, sedangkan jika basic reproduction 
number (ℛ0) lebih dari tiga maka titik ekuilibrium endemik mengalami bifurkasi 
Hopf. Terjadinya bifurkasi Hopf sebagai akibat dari adanya perubahan nilai 
parameter waktu tunda. 
 
Kata kunci: model SIR, titik ekuilibrium, kestabilan, bifurkasi Hopf 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
 
A. Latar Belakang Masalah 
Model Susceptible Infected Recovered (SIR) merupakan model dinamis 
dari penyebaran suatu penyakit menular. Model SIR pertama kali 
diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrik pada tahun 1927 dan selanjutnya 
dikembangkan oleh banyak ahli. Dalam model SIR, populasi dibagi menjadi 3 
kelas, yaitu Susceptible (S), Infected (I), dan Recovered (R). Kelas S mewakili 
kelompok individu yang sehat dan dapat terinfeksi penyakit. Kelompok ini 
disebut juga sebagai kelompok yang rentan terhadap penyakit. Kelas I 
mewakili kelompok individu yang terinfeksi penyakit dan dapat sembuh, 
sedangkan kelas R mewakili kelompok individu yang telah sembuh dan kebal 
terhadap penyakit. Model ini berbentuk sistem persamaan diferensial tak linear. 
Salah satu faktor yang mempengaruhi model SIR adalah adanya laju 
penularan penyakit. Laju penularan yang sering digunakan pada model SIR 
merupakan laju penularan bilinear. Laju penularan ini berbentuk 𝛽𝑆𝐼 dengan 𝛽 
adalah laju kontak antara kelas Susceptible (S) dan kelas Infected (I). Model 
SIR dengan laju penularan bilinear telah diteliti oleh banyak ahli, diantaranya 
Kermack dan McKendrik (1927), Wanbiao Ma, Mei Song, dan Y. Takeuchi 
(2004), Roman Ullah, dkk (2013). 
Dalam penelitian Kermack dan McKendrik (1927), model SIR yang 
dibentuk menggunakan asumsi-asumsi sebagai berikut tidak terjadi kelahiran 
dan kematian pada populasi, penularan penyakit melalui kontak langsung 
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dengan individu yang terinfeksi penyakit, dan individu yang telah sembuh 
tidak akan terinfeksi penyakit lagi. Hasil penelitian tersebut menunjukkan 
bahwa jika basic reproduction number (ℛ0) < 1 maka penyakit akan hilang, 
sedangkan jika basic reproduction number (ℛ0) > 1 maka penyakit akan tetap 
ada pada daerah penyebaran penyakit. Pada penelitian Wanbiao Ma, Mei Song, 
dan Y. Takeuchi (2004) ditunjukkan bahwa titik ekuilibrium bebas penyakit 
stabil asimtotik global jika banyaknya individu rentan pada titik ekuilibrium 
bebas penyakit (𝑆0) tidak melebihi individu rentan pada titik ekuilibrium 
endemik (𝑆∗). Pada penelitian Wanbiao Ma, Mei Song, dan Y. Takeuchi 
(2004) ditambahkan variabel adanya masa inkubasi. Pembentukan model SIR 
yang dilakukan Roman Ullah, dkk (2013) menggunakan asumsi yang sama 
dengan  asumsi yang dipakai oleh Kermack dan Mckendrik (1927). Namun, 
pada model ini ditambahkan variabel adanya kelahiran dan kematian pada 
populasi. Jika basic reproduction number (ℛ0) ≤ 1 maka titik ekuilibrium 
bebas penyakit merupakan titik yang stabil asimtotik global sedangkan jika 
basic reproduction number (ℛ0) > 1 maka titik ekuilibrium endemik bersifat 
stabil asimtotik global.  
Penyakit menular seperti campak, malaria, dan TBC memiliki masa 
inkubasi yaitu interval antara masuknya bibit penyakit ke dalam tubuh manusia 
sampai dengan pertama kali menunjukkan gejala penyakit atau dapat 
menularkan penyakit ke individu rentan (Wahyudin Rajab, 2008: 146). Masa 
inkubasi muncul pada model SIR dalam bentuk waktu tunda. Waktu tunda 
dapat mengakibatkan perubahan perilaku dinamik sistem. Sehingga 
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dimungkinkan terjadinya bifurkasi pada model SIR. Bifurkasi merupakan 
munculnya potret fase yang tidak ekuivalen secara topologi akibat perubahan 
nilai parameter (Kuznetzov, 1998: 57). Berdasarkan hal-hal tersebut maka pada 
skripsi ini akan dianalisis mengenai bifurkasi yang terjadi pada model 
Susceptible Infected Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan 
bilinear.   
 
B. Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang masalah yang telah diuraikan tersebut maka 
rumusan masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana kestabilan titik-titik ekuilibrium dari model Susceptible Infected 
Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear? 
2. Jenis bifurkasi apa yang terjadi pada model Susceptible Infected Recovered 
(SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear? 
 
C. Tujuan Penulisan 
Berdasarkan rumusan yang telah diuraikan tersebut maka tujuan 
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Menganalisis kestabilan titik-titik ekuilibrium dari model Susceptible 
Infected Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear. 
2. Menganalisis jenis bifurkasi apa yang terjadi pada model Susceptible 
Infected Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear. 
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D. Manfaat Penulisan 
Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Mengetahui kestabilan titik-titik ekuilibrium dari model Susceptible Infected 
Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear. 
2. Mengetahui jenis bifurkasi yang terjadi pada model Susceptible Infected 
Recovered (SIR) dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear. 
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BAB II 
KAJIAN TEORI 
 
 
A. Model Matematika 
Menurut Widowati dan Sutimin (2007: 1), model matematika adalah 
representasi matematika yang dihasilkan dari pemodelan matematika. 
Pemodelan matematika merupakan proses mempresentasikan dan menjelaskan 
sistem-sistem fisik atau problem dunia real dalam pernyataan matematik, 
sehingga diperoleh pemahaman dari problem dunia real ini menjadi lebih tepat. 
Menurut Widowati dan Sutimin (2007: 3), proses pemodelan 
matematika dapat dinyatakan dalam alur diagram pada Gambar 1.   
 
Gambar 1. Proses Pemodelan Matematika 
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Penyelesaian problem dunia real secara langsung kadang sulit 
didapatkan, untuk mempermudah mencari penyelesaian problem dunia real 
akan dibawa ke dalam dunia matematika. Dalam dunia matematika, problem 
diidentifikasi dengan menentukan variabel-variabel problem dan hubungan 
antara variabel-variabel tersebut. Selanjutnya membuat asumsi-asumsi yang 
sesuai dengan problem agar model yang dihasilkan nanti dapat 
menggambarkan dengan tepat problem dalam dunia real tersebut.  
Berdasarkan variabel-variabel yang telah ditentukan, hubungan antar 
variabel, dan asumsi-asumsi yang telah dibuat maka dapat dibentuk persamaan 
atau pertidaksamaan (model matematika) yang menggambarkan problem dunia 
real tersebut. Dengan persamaan atau pertidaksamaan yang telah dibentuk 
maka dapat dicari solusi atau sifat solusi model matematika. Pada langkah 
berikutnya dilakukan interpretasi terhadap solusi atau sifat solusi model 
matematika ke dalam dunia real. Pembandingan solusi dengan data yang ada 
dapat membantu memperbaiki model yang telah dibentuk apakah telah sesuai 
atau belum, apabila belum sesuai maka dapat meninjau ulang asumsi-asumsi 
yang telah dibuat. 
 
B. Model Pertumbuhan Logistik 
Pada 1846, Pierre Francois Verhuslt menyatakan bahwa pertumbuhan 
penduduk tidak hanya bergantung pada ukuran populasi tetapi bergantung juga 
pada daya dukung lingkungan dan sumber daya yang akan membatasi 
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pertumbuhan populasi. Model pertumbuhan penduduk seperti itu disebut model 
logistik. 
Menurut Blanchard (2012: 9), untuk model pertumbuhan populasi 
dengan mempertimbangkan lingkungan dan sumber daya yang terbatas 
diberikan asumsi-asumsi sebagai berikut: 
1. Jika populasi kecil maka perubahan jumlah populasi sebanding dengan 
jumlah populasi. 
2. Jika populasi besar maka perubahan jumlah populasi tidak hanya 
bergantung pada jumlah populasi tetapi bergantung juga pada daya dukung 
lingkungan dan sumber daya. 
Notasi-notasi yang digunakan dalam model pertumbuhan populasi 
dengan mempertimbangkan lingkungan dan sumber daya yang terbatas adalah 
sebagai berikut: 
1. 𝑃 𝑡  adalah jumlah populasi pada saat 𝑡. 
2.  𝑟 adalah tingkat pertumbuhan populasi kecil. 
3. 𝐾 adalah daya dukung lingkungan dan sumber daya (carrying capacity). 
Dalam pembentukan model pertumbuhan logistik, diasumsikan juga 
bahwa 𝑃 𝑡  akan meningkat jika 𝑃 𝑡 < 𝐾. Dengan demikian, jika 𝑃 𝑡 > 𝐾 
maka 𝑃 𝑡  akan menurun. Berdasarkan asumsi bahwa jika populasi kecil maka 
perubahan jumlah populasi sebanding dengan jumlah populasi dapat 
dinyatakan sebagai berikut jika 𝑃 𝑡  kecil maka 
𝑑𝑃
𝑑𝑡
≈ 𝑟𝑃 𝑡 . Sedangkan jika 
populasi besar yaitu 𝑃 𝑡 > 𝐾 maka 
𝑑𝑃
𝑑𝑡
< 0, 
𝑑𝑃
𝑑𝑡
 dapat dituliskan dalam bentuk  
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𝑑𝑃
𝑑𝑡
= 𝑟 ×  𝑠𝑒𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 × 𝑃 𝑡 , 
untuk 𝑃 𝑡  kecil maka ‘sesuatu’ dekat ke satu sedangkan untuk 𝑃 𝑡 > 𝐾 
maka ‘sesuatu’ bernilai negatif. Jadi jika 𝑃 𝑡 > 𝐾 maka 
 𝑠𝑒𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 =  1 −
𝑃 𝑡 
𝐾
 . 
Sehingga diperoleh 
𝑑𝑃
𝑑𝑡
= 𝑟  1 −
𝑃 𝑡 
𝐾
 𝑃 𝑡  yang disebut sebagai persamaan 
logistik (Blanchard, 2012: 10). 
 
C. Model Susceptible Infected Recovered (SIR)  
Model Susceptible Infected Recovered (SIR) merupakan model 
penyebaran penyakit menular. Model SIR pertama kali diperkenalkan oleh 
Kermack dan McKendrik pada tahun 1927. Dalam model SIR Kermack 
McKendrik, populasi dibagi menjadi 3 kelas: Susceptible yang dinotasikan 
dengan S yaitu kelompok individu yang sehat dan dapat terinfeksi penyakit 
(kelompok individu yang rentan), Infected yang dinotasikan dengan I yaitu 
kelompok individu yang terinfeksi penyakit dan dapat sembuh, dan Recovered 
yang dinotasikan dengan R yaitu kelompok individu yang sembuh dan kebal 
terhadap penyakit. 
Model SIR yang diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrik 
menggunakan asumsi-asumsi sebagai berikut: 
1. Penyebaran penyakit terjadi dalam lingkungan tertutup yaitu tidak terjadi 
kelahiran dan kematian, tidak terjadi imigrasi dan emigrasi. 
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2. Penularan penyakit melalui kontak langsung dengan individu yang 
terinfeksi penyakit. 
3. Individu yang telah sembuh tidak akan terinfeksi penyakit lagi atau 
memiliki kekebalan permanen. 
Notasi-notasi yang digunakan Kermack dan McKendrik dalam model 
SIR yaitu sebagai berikut: 
1. S(t) yaitu jumlah individu yang sehat dan dapat terinfeksi penyakit pada saat 
t. 
2. I(t) yaitu jumlah individu yang terinfeksi penyakit dan dapat sembuh pada 
saat t. 
3. R(t) yaitu jumlah individu yang telah sembuh dan kebal terhadap penyakit 
pada saat t. 
4. 𝛽 yaitu laju kontak antara kelas Susceptible dan Infected. 
5. 𝛾 yaitu laju kesembuhan dari penyakit. 
Diagram transfer model SIR Kermack dan Mckendrik ditunjukkan pada 
Gambar 2. 
 
Gambar 2. Diagram Transfer Model SIR Kermack dan McKendrik 
Diagram transfer pada Gambar 2 menunjukkan bahwa penurunan 
jumlah individu dalam kelas Susceptible dikarenakan adanya individu pada 
kelas Susceptible yang terinfeksi penyakit. Oleh karena itu diperoleh 
                                                              
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼.                                                   2.1  
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Peningkatan jumlah individu dalam kelas Infected disebabkan adanya individu 
pada kelas Susceptible yang terinfeksi penyakit. Sedangkan penurunan jumlah 
individu dalam kelas Infected dikarenakan adanya individu yang sembuh. Oleh 
karena itu diperoleh 
                                                           
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼.                                                 2.2  
Peningkatan jumlah individu dalam kelas Recovered dikarenakan adanya 
individu yang sembuh. Oleh karena itu diperoleh 
                                                                 
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼.                                                      2.3  
Dari Persamaan (2.1), (2.2), dan (2.3) diperoleh model Susceptible 
Infected Recovered (SIR) berikut: 
𝑆  𝑡 = −𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 ,            
𝐼  𝑡 = 𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝛾𝐼 𝑡 ,
𝑅  𝑡 = 𝛾𝐼 𝑡 .                        
                                                                            (2.4) 
Hasil analisis model SIR yang dibentuk Kermack dan Mckendrik, dengan 
diberikan nilai awal 𝑆 0 = 𝑆0 > 0 dan 𝐼 0 = 𝐼0 > 0, diperoleh basic 
reproduction number (ℛ0) =
𝛽
𝛾
𝑆0. Jika ℛ0 < 1 maka penyakit akan hilang, 
sedangkan jika ℛ0 > 1 maka penyakit akan tetap ada pada daerah penyebaran 
penyakit. 
 
D. Nilai Eigen  
Definisi 2.1 (Howard, 1991: 277)  
Jika A adalah matriks berukuran n x n maka vektor taknol x di dalam ℝ𝑛  
dinamakan vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x yakni 
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                                                                  𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                                               (2.5) 
untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 𝜆 dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatakan 
vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆. 
Selanjutnya untuk mencari nilai-nilai eigen dari matriks A, Persamaan 
(2.5) dapat ditulis menjadi 
    𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 
⟺ 𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥, 
       ⟺ 𝐴𝑥 − 𝜆𝐼𝑥 = 0, 
                                                           ⟺  𝐴 − 𝜆𝐼 𝑥 = 0,                                          2.6  
dengan 𝐼 adalah matriks identitas. 
Menurut (Howard, 1991: 278) supaya 𝜆 menjadi nilai eigen maka harus 
ada pemecahan taknol dari Persamaan (2.6), Persamaan (2.6) akan mempunyai 
pemecahan tak nol jika hanya jika 
𝑑𝑒𝑡 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0 
yang disebut sebagai persamaan karakteristik dari A. 
Contoh 2.1 
Akan dicari nilai-nilai eigen dari matriks A berukuran 3 × 3,  
𝐴 =  
1 0 0
1 2 0
1 0 −1
 . 
Penyelesaian: 
𝐴 − 𝜆𝐼 =  
1 0 0
1 2 0
1 0 −1
 − 𝜆  
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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             =  
1 0 0
1 2 0
1 0 −1
 −  
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆
  
             =  
1 − 𝜆 0 0
1 2 − 𝜆 0
1 0 −1 − 𝜆
 . 
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik dari A yaitu  
𝑑𝑒𝑡 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0                  
⟺  
1 − 𝜆 0 0
1 2 − 𝜆 0
1 0 −1 − 𝜆
 = 0, 
                                         ⟺  1 − 𝜆  2 − 𝜆  −1 − 𝜆 = 0.                                 2.7  
Solusi dari Persamaan (2.7) adalah 𝜆 = 1, 𝜆 = 2, dan 𝜆 = −1 yang merupakan 
nilai-nilai eigen dari matriks A. 
 
E. Sistem Dinamik 
Sistem dinamik merupakan sistem yang dibentuk oleh persamaan-
persamaan diferensial baik persamaan diferensial biasa atau parsial.  
Definisi 2.2 (Ross, 1984: 3) 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu atau 
lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. 
Menurut Ross (1984: 4), persamaan diferensial biasa adalah persamaan 
diferensial yang memuat turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas 
terhadap satu variabel bebas, sedangkan persamaan diferensial parsial adalah 
persamaan diferensial yang memuat turunan dari satu atau lebih variabel tak 
bebas terhadap dua atau lebih variabel bebas. 
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Contoh 2.2 
Persamaan-persamaan diferensial biasa ditunjukkan pada persamaan-
persamaan berikut: 
a. 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑥2 + 1, 
b. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
+ 𝑥𝑦 = 0, 
c. 
𝑑4𝑦
𝑑𝑥 4
+ 5
𝑑2𝑦
𝑑𝑥 2
+ 3𝑥 = 0. 
Persamaan-persamaan diferensial parsial ditunjukan pada persamaan-
persamaan berikut: 
a. 
𝑑𝑦
𝑑𝑠
+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= 2, 
b. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑠2
+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡 2
= 4, 
c. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑠2
+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡 2
+
𝑑2𝑦
𝑑𝑢 2
= 6𝑠. 
Sistem dinamik dipengaruhi oleh perubahan waktu, sistem yang secara 
implisit bergantung oleh waktu disebut sistem autonomous, sedangkan sistem 
yang secara eksplisit bergantung terhadap waktu disebut sistem non-
autonomous. 
Contoh 2.3  
Sistem autonomous ditunjukkan pada Sistem (2.8) 
𝑥 1 𝑡 = −6𝑥1 𝑡 − 4𝑥2 𝑡 ,
𝑥 2 𝑡 = 2𝑥1 𝑡 ,                     
                                                                                (2.8) 
sedangkan sistem non-autonomous ditunjukkan pada Sistem (2.9) 
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𝑥 1 𝑡 = −2𝑐𝑜𝑠
2𝑡 𝑥1 𝑡 −  1 + sin 2𝑡 𝑥2 𝑡 ,
𝑥 2 𝑡 =  1 − sin 2𝑡 𝑥1 𝑡 − 2𝑠𝑖𝑛
2𝑡 𝑥2 𝑡 .    
                                                 (2.9)     
Sistem dinamik dibagi menjadi sistem dinamik linear dan sistem 
dinamik nonlinear. 
1. Sistem Dinamik Linear 
Sistem dinamik linear ditunjukkan pada Sistem (2.10) 
                                                   𝑥 = 𝐴𝑥                                                        (2.10)  
dengan 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , 𝐴 matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 dan 
𝑥 =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
=
 
 
 
 
 
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
⋮
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡  
 
 
 
 
. 
Sebelumnya untuk persamaan diferensial 
                                                                  𝑥 = 𝑎𝑥                                               (2.11) 
dan 𝑥 =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
 dengan kondisi awal 𝑥 0 = 𝑥0, akan dicari solusi Persamaan 
(2.11) yaitu sebagai berikut: 
 𝑥 = 𝑎𝑥 
⟺
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑎𝑥, 
⟺  
1
𝑥
𝑑𝑥 =  𝑎 𝑑𝑡, 
⟺ 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐1 = 𝑎𝑡 + 𝑐2 , 
⟺ 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑐3, 
⟺ 𝑒𝑙𝑛  𝑥 = 𝑒𝑎𝑡+𝑐3 , 
⟺  𝑥 = 𝑒𝑎𝑡𝑒𝑐3 , 
⟺ 𝑥 = ±𝑒𝑎𝑡𝑒𝑐3 , 
⟺ 𝑥 = 𝑒𝑎𝑡𝑐, dengan 𝑐 konstanta tak nol.  
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Saat 𝑡 = 0 maka 𝑥 0 = 𝑐 = 𝑥0. Jadi solusi dari Persamaan (2.11) adalah 
                                                                   𝑥 = 𝑒𝑎𝑡𝑥0.                                        (2.12) 
Definisi 2.3 (Howard, 1991: 34) 
Jika 𝑃 matriks persegi dan jika terdapat suatu matriks 𝑄 dengan ukuran 
yang sama sedemikian sehingga 𝑃𝑄 = 𝑄𝑃 = 𝐼, maka 𝑃 invertible (dapat 
dibalik) dan 𝑄 adalah invers dari 𝑃. 
Menurut Perko (2001: 6-7), jika nilai eigen 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛  dari 
suatu matriks 𝐴 yang berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan 𝜆𝑖 ∈ ℝ untuk setiap 𝑖 dan 
𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗  untuk 𝑖 ≠ 𝑗, maka himpunan vektor eigen  𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛   
membentuk basis untuk ℝ𝑛  dan matriks 𝑃 =  𝑣1 𝑣2 𝑣3  …  𝑣𝑛   invertible 
serta 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆1, 𝜆2 , 𝜆3 , … , 𝜆𝑛  . 
Selanjutnya dapat dicari solusi dari Sistem (2.10) yang memiliki 𝑛 
nilai eigen berbeda yaitu sebagai berikut: 
dimisalkan 𝑥 = 𝑃𝑦 dengan 𝑦 ∈ ℝ𝑛  sehingga Sistem (2.10) menjadi 
𝑥 = 𝐴𝑥 
⟺ 𝑃𝑦 = 𝐴𝑃𝑦, 
⟺ 𝑦 = 𝑃−1𝐴𝑃𝑦, 
⟺ 𝑦 = 𝐷𝑦 atau  
𝑦 1
𝑦 1
⋮
𝑦 𝑛
 =  
𝜆1 0
 0 𝜆2
⋯ 0
⋯ 0
⋮ ⋮
0 0
⋱ ⋮
… 𝜆𝑛
  
𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛
  atau  
𝑦 1
𝑦 1
⋮
𝑦 𝑛
 =  
𝜆1𝑦1
𝜆2𝑦2
⋮
𝜆𝑛𝑦𝑛
 ,  
maka berdasarkan solusi dari Persamaan (2.11) diperoleh 
𝑦𝑖 = 𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑦0𝑖  dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Maka 
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𝑦 𝑡 =  
𝑒𝜆1𝑡 0
 0 𝑒𝜆2𝑡
⋯ 0
⋯ 0
⋮ ⋮
0 0
⋱ ⋮
… 𝑒𝜆𝑛 𝑡
 𝑦0,  
karena 𝑥 = 𝑃𝑦 maka 𝑦 = 𝑃−1𝑥 sehingga 𝑦0 = 𝑃
−1𝑥0. 
Maka  
𝑥 = 𝑃𝑦 
⟺ 𝑥 = 𝑃  
𝑒𝜆1𝑡 0
 0 𝑒𝜆2𝑡
⋯ 0
⋯ 0
⋮ ⋮
0 0
⋱ ⋮
… 𝑒𝜆𝑛 𝑡
 𝑦0 , 
⟺ 𝑥 = 𝑃  
𝑒𝜆1𝑡 0
 0 𝑒𝜆2𝑡
⋯ 0
⋯ 0
⋮ ⋮
0 0
⋱ ⋮
… 𝑒𝜆𝑛 𝑡
 𝑃−1𝑥0. 
Jadi solusi Sistem (2.10) adalah  
𝑥 𝑡 = 𝑃𝐸 𝑡 𝑃−1𝑥0, 
dengan 𝐸 𝑡 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑒𝜆1𝑡 , 𝑒𝜆2𝑡 , … , 𝑒𝜆𝑛 𝑡 . 
Berdasarkan solusi dari Persamaan (2.11) maka solusi dari Sistem (2.10) 
juga dapat dituliskan dalam bentuk 
𝑥 = 𝑒𝐴𝑡𝑥0, 
sehingga 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝐸 𝑡 𝑃−1 . 
Macam-macam bentuk 𝑒𝐴𝑡  berdasarkan nilai-nilai eigen dari matriks 
𝐴 adalah sebagai berikut: 
a. Jika nilai-nilai eigennya adalah bilangan real dan berbeda satu sama lain 
maka 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑒𝜆𝑗 𝑡  𝑃−1, dengan 𝑒𝐴𝑡  matriks 𝑛 × 𝑛. 
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b. Jika terdapat 𝑛 nilai eigen kompleks berbeda 𝜆𝑗 = 𝑎𝑗 + 𝑖𝑏𝑗  dan 𝜆 𝑗 = 𝑎𝑗 −
𝑖𝑏𝑗  maka 𝑒
𝐴𝑡 = 𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔  𝑒𝑎𝑗 𝑡  
cos 𝑏𝑗 𝑡 − sin 𝑏𝑗 𝑡
sin 𝑏𝑗 𝑡 cos 𝑏𝑗 𝑡
   𝑃−1, dengan 𝑒𝐴𝑡  
matriks 𝑛 × 𝑛. 
c. Jika ada sebanyak 𝑘 nilai eigen kembar dengan 𝑘 < 𝑛 maka  
𝑒𝐴𝑡 = 𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑒𝜆𝑗 𝑡  𝑃−1  𝐼 + 𝑁𝑡 + ⋯ +  
𝑁𝑘−1𝑡𝑘−1
 𝑘−1 !
 , dengan 𝑒𝐴𝑡  matriks 
𝑛 × 𝑛, 𝑁 = 𝐴 − 𝑆 adalah nilpotent order 𝑘 dengan 𝑁 dan 𝑆 komutatif 
yaitu 𝑆𝑁 = 𝑁𝑆, dan 𝑆 = 𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔  𝜆𝑗   𝑃
−1 . 
d. Jika ada sebanyak 𝑘 nilai eigen kembar dengan 𝑘 = 𝑛 maka 𝑒𝐴𝑡 =
𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑒𝜆𝑗 𝑡  𝐼 + 𝑁𝑡 + ⋯ +  
𝑁𝑘−1𝑡𝑘−1
 𝑘−1 !
 , dengan 𝑒𝐴𝑡  matriks 𝑛 × 𝑛, 
𝑁 = 𝐴 − 𝑆 adalah nilpotent order k dengan 𝑁 dan 𝑆 komutatif yaitu 
𝑆𝑁 = 𝑁𝑆, dan 𝑆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔  𝜆𝑗  . 
Matriks 𝑁 dikatakan nilpotent order k jika 𝑁𝑘−1 ≠ 0 dan 𝑁𝑘 = 0 (Perko, 
2001: 33). 
Contoh 2.4 
Contoh matriks nilpotent adalah 
𝑁 =  
0 1
0 0
 . 
𝑁 tersebut merupakan matriks nilpotent order 2 yaitu ditunjukkan sebagai 
berikut: 
 
0 1
0 0
  
0 1
0 0
 =  
0 0
0 0
 . 
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Contoh 2.5 
Diberikan sistem dinamik linear  
𝑥 1 = 3𝑥1 + 2𝑥2,    
 𝑥 2 = −2𝑥1 − 2𝑥2.  
                                                                                       (2.13) 
Akan dicari solusi Sistem (2.13). 
Penyelesaian: 
Sistem (2.13) dapat ditulis dalam bentuk 
 
𝑥 1
𝑥 2
 =  
3 2
−2 −2
  
𝑥1
𝑥2
 .                                                                                    2.14  
Dari (2.14) maka diperoleh 
                                  𝐴 =  
3 2
−2 −2
 .                                                                2.15  
Selanjutnya akan dicari persamaan karakteristik dari matriks A yaitu 
det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0 
⟺ det   
3 2
−2 −2
 − 𝜆  
1 0
0 1
  = 0, 
⟺ det   
3 2
−2 −2
 −  
𝜆 0
0 𝜆
  = 0, 
⟺ det   
3 − 𝜆 2
−2 −2 − 𝜆
  = 0, 
⟺  
3 − 𝜆 2
−2 −2 − 𝜆
 = 0, 
⟺ 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0, 
⟺  𝜆 − 2  𝜆 + 1 = 0, 
⟺ 𝜆1 = 2, 𝜆2 = −1. 
Vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆1 = 2  
 
1 2
−2 −4
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
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maka 
  
1 2
−2 −4
 
0
0
 𝑅2 + 2𝑅1 
  
1 2
0 0
 
0
0
  sehingga  
1 2
0 0
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
 . 
Maka diperoleh 𝑥1 + 2𝑥2 = 0, misal 𝑥2 = 𝑡 maka 𝑥1 = −2𝑡. Vektor eigen 
yang bersesuaian dengan 𝜆1 = 2 adalah 
 
𝑥1
𝑥2
 =  
−2
1
 𝑡, 𝑡 ∈ ℝ. 
Lalu dipilih 𝑡 = 1. Sehingga diperoleh 
𝑣1 =  
−2
1
 . 
Vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆2 = −1  
 
4 2
−2 −1
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
  
maka 
  
4 2
−2 −1
 
0
0
 𝑅2 + 2𝑅1 
  
4 2
0 0
 
0
0
  sehingga  
4 2
0 0
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
 . 
Maka diperoleh 4𝑥1 + 2𝑥2 = 0, misal 𝑥1 = 𝑡 maka 𝑥2 = −2𝑡 lalu diambil 
𝑡 = 1. Vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆2 = −1 adalah 
 
𝑥1
𝑥2
 =  
1
−2
 𝑡, 𝑡 ∈ ℝ. 
Lalu dipilih 𝑡 = 1. Sehingga diperoleh 
𝑣2 =  
1
−2
 . 
Dari vektor eigen 𝑣1 dan 𝑣2 maka diperoleh  
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𝑃 =  𝑣1 𝑣2 =  
−2 1
1 −2
 , 𝑃−1 =  
−
2
3
−
1
3
−
1
3
−
2
3
 , 
maka  
 
𝑥1
𝑥2
 =  
−2 1
1 −2
  𝑒
2𝑡 0
0 𝑒−𝑡
  
−
2
3
−
1
3
−
1
3
−
2
3
  
𝑥01
𝑥02
  
⟺  
𝑥1
𝑥2
 =  
4
3
𝑒2𝑡 −
1
3
𝑒−𝑡
2
3
𝑒2𝑡 −
2
3
𝑒−𝑡
−
2
3
𝑒2𝑡 +
2
3
𝑒−𝑡 −
1
3
𝑒2𝑡 +
4
3
𝑒−𝑡
  
𝑥01
𝑥02
 . 
Jadi solusi Sistem (2.13) adalah  
𝑥1 =  
4
3
𝑒2𝑡 −
1
3
𝑒−𝑡 𝑥01 +  
2
3
𝑒2𝑡 −
2
3
𝑒−𝑡 𝑥02 ,        
𝑥2 =  −
2
3
𝑒2𝑡 +
2
3
𝑒−𝑡 𝑥01 +  −
1
3
𝑒2𝑡 +
4
3
𝑒−𝑡 𝑥02 .
 
2. Sistem Dinamik Nonlinear 
Bentuk sistem dinamik nonlinear ditunjukkan pada persamaan 
berikut: 
                                                              𝑥 = 𝑓 𝑥                                (2.16) 
dengan 𝑓: 𝐸 → ℝ𝑛 , 𝐸 ⊆ ℝ𝑛 , dan 𝐸 adalah himpunan terbuka, serta 𝑓 ∈ 𝐶𝑟  
dengan 𝑟 suatu bilangan positif, dimana 𝐶𝑟  adalah fungsi yang selalu 
kontinu hingga turunan ke-𝑟. 
Analisa dari sistem dinamik nonlinear akan lebih mudah dilakukan apabila 
sistem dinamik nonlinear diubah ke dalam bentuk sistem dinamik linear.  
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F. Titik Ekuilibrium 
Titik ekuilibrium atau titik keseimbangan merupakan solusi dari sistem 
𝑥 = 𝑓(𝑥) yang tidak mengalami perubahan terhadap waktu. 
Definisi 2.4 (Perko, 2001: 102)  
Titik 𝑥 ∈ ℝ𝑛  disebut titik ekuilibrium dari 𝑥 = 𝑓(𝑥) jika 𝑓 𝑥  = 0.  
Contoh 2.6 
Akan dicari titik ekuilibrium dari Sistem (2.17). 
𝑥 1 𝑡 = 𝑥1 𝑡 − 𝑥2
2 𝑡 ,             
𝑥 2 𝑡 = −𝑥2 𝑡 + 𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 .
                                                                    (2.17) 
Penyelesaian: 
Misal 𝑥 =  𝑥 1, 𝑥 2 
𝑇  adalah titik ekuilibrium Sistem (2.17) maka 
𝑥 1 − 𝑥 2
2 = 0,                                                                                                           2.18  
−𝑥 2 + 𝑥 1𝑥 2 = 0.                                                                                                      2.19  
Dari Persamaan (2.18) maka diperoleh 
                                                          𝑥 1 = 𝑥 2
2.                                                           2.20  
Substitusikan Persamaan (2.20) ke (2.19) sehingga diperoleh 
−𝑥 2 + 𝑥 2
3 = 0 
 ⇔ −𝑥 2 1 − 𝑥 2
2 = 0, 
       ⇔ 𝑥 2 = 0 atau 𝑥 2 = ±1. 
Selanjutnya substitusikan 𝑥 2 = 0 ke Persamaan (2.20) sehingga diperoleh 
𝑥 1 = 0, substitusikan 𝑥 2 = 1 dan 𝑥 2 = −1  ke Persamaan (2.20) maka 
diperoleh 𝑥 1 = 1. Jadi titik ekuilibrium dari Sistem (2.17) adalah 
 0,0 𝑇 ,  1,1 𝑇, dan  1, −1 𝑇 . 
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G. Linearisasi 
Linearisasi yaitu mengubah sistem nonlinear ke dalam sistem linear. 
Definisi 2.5 (Perko, 2001: 102).  
Sistem linear 𝑥 = 𝐴𝑥 dengan matriks 𝐴 = 𝐷𝑓 𝑥0  disebut linearisasi dari 
𝑥 = 𝑓(𝑥) pada 𝑥0. 
Definisi 2.6 (Bartle, 2011: 162) 
Misalkan 𝐿 ⊆ ℝ adalah interval, fungsi 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ dan 𝑐 ∈ 𝐼. Bilangan real 𝐿 
dikatakan turunan dari 𝑓 di 𝑐 jika diberikan sebarang bilangan 𝜀 > 0 terdapat 
bilangan 𝛿 𝜀 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐼 dengan 0 <
 𝑥 − 𝑐 < 𝛿 berlaku  
 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑐 
𝑥 − 𝑐
− 𝐿 < 𝜀, 
dalam hal ini dikatakan 𝑓 diferensiabel di 𝑐. Dengan kata lain, turunan 𝑓 di 𝑐 
adalah 
𝑓′ 𝑐 = lim
𝑥→𝑐
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑐 
𝑥 − 𝑐
. 
Teorema 2.1 (Perko, 2001: 67) 
Jika 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛  diferensiabel di 𝑥0 maka diferensial parsial 
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 
di 𝑥0 ada untuk semua 𝑥 ∈ ℝ
𝑛 , dan  
𝐷𝑓 𝑥0 𝑥 =  
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑗
 𝑥0 𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1
. 
 
 
 
23 
 
Bukti: 
 
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑗
 𝑥0 𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1
=
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥0 𝑥1
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
 𝑥0 𝑥1
⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥0 𝑥1 
 
 
 
 
 
 
 
+
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥0 𝑥2
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2
 𝑥0 𝑥2
⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥0 𝑥2 
 
 
 
 
 
 
 
+ ⋯ +
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0 𝑥𝑛
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0 𝑥𝑛
⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0 𝑥𝑛 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           =
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥0 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥0 
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
 𝑥0 
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2
 𝑥0 
⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0 
⋯
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0 
⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥0 
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥0 
⋱ ⋮
⋯
𝜕𝑓
𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥0  
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛
  
                           = 𝐷𝑓 𝑥0 𝑥. 
𝐷𝑓 𝑥0  disebut matriks Jacobian dari fungsi 𝑓: ℝ
𝑛 → ℝ𝑛  yang diferensiabel 
pada 𝑥0 ∈ ℝ
𝑛 . 𝐷𝑓 𝑥0  dapat dinotasikan sebagai 𝐽𝑓 𝑥0 . 
Contoh 2.7 
Akan dicari matriks jacobian dari  
𝑓 𝑥 =  
𝑥1
2 + 𝑥2
𝑥1 − 𝑥2 − 2
  
pada titik 𝑥0 =  1, −1 
𝑇 . 
Penyelesaian: 
Matriks jacobian dari fungsi  𝑓 𝑥  adalah 
𝐷𝑓 =
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2 
 
 
 
=  
2𝑥1 1
1 −1
  
maka  
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𝐷𝑓 1, −1 =  
2𝑥1 1
1 −1
 =  
2 1
1 −1
 . 
Kestabilan sistem nonlinear 𝑥 = 𝑓(𝑥) di sekitar titik ekuilibrium 𝑥  
dapat dilihat dari kestabilan linearisasi sistem 𝑥 = 𝑓(𝑥) di sekitar titik 
ekuilibrium 𝑥 , asalkan titik ekuilibrium 𝑥  hiperbolik (Perko, 2001: 103). 
Definisi 2.7 (Perko, 2001: 102).  
Titik ekuilibrium 𝑥  disebut titik ekuilibrium hiperbolik dari 𝑥 = 𝑓(𝑥) jika tidak 
ada nilai eigen dari matriks 𝐷𝑓 𝑥   yang mempunyai bagian real nol. 
Akan ditunjukkan proses mengubah sistem dinamik nonlinear ke dalam 
sistem dinamik linear menggunakan deret Taylor. Misal 𝑥 =  𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 
adalah titik ekuilibrium Sistem (2.16). Deret Taylor dari fungsi 𝑓 disekitar titik 
ekuilibrium 𝑥  adalah sebagai berikut: 
𝑓1 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 
𝑇 = 𝑓1 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 +
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1  
                                 +
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
                                 +
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 + 𝑅𝑓1 , 
𝑓2 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 
𝑇 = 𝑓2 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 +
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1  
                                 +
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
                                 +
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 + 𝑅𝑓2 , 
⋮ 
𝑓𝑛  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 
𝑇 = 𝑓𝑛 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 +
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1  
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                                 +
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
                                 +
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 + 𝑅𝑓𝑛 . 
𝑅𝑓1 , 𝑅𝑓2 , … , 𝑅𝑓𝑛  nilainya mendekati nol sehingga dapat diabaikan dan karena 
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 titik ekuilibrium Sistem (2.16) maka 𝑓1 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 =
𝑓2 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 = ⋯ = 𝑓𝑛 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 = 0 sehingga diperoleh 
𝑥 1 =
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1 +
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
     +
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 , 
𝑥 2 =
𝜕𝑓2
𝜕𝑥 1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1 +
𝜕𝑓2
𝜕𝑥 2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
     +
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 , 
⋮ 
𝑥 𝑛 =
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥1 − 𝑥 1 +
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥2 − 𝑥 2 + ⋯ 
     +
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 . 
Sistem (2.21) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 
 
𝑥 1
𝑥 2
⋮
𝑥 𝑛
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋱ ⋮
⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(2.21) 
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𝑥1 − 𝑥 1
𝑥2 − 𝑥 2
⋮
𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛
 .                                                                                         (2.22) 
Misalkan 𝑦1 = 𝑥1 − 𝑥 1, 𝑦2 = 𝑥2 − 𝑥 2, … , 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑥 𝑛 , maka Sistem (2.22) 
menjadi 
 
𝑦 1
𝑦 2
⋮
𝑦 𝑛
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓2
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋱ ⋮
⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛
 .                                                                                                         (2.23)  
Sistem (2.23) merupakan linearisasi Sistem (2.16) dimana diperoleh matriks 
Jacobian dari Sistem (2.23) yaitu 
𝐽𝑓 𝑥  =
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥 1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝜕𝑓1
𝜕𝑥 2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
𝜕𝑓2
𝜕𝑥 1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝜕𝑓2
𝜕𝑥 2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥 𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋯
𝜕𝑓2
𝜕𝑥 𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥 1
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥 2
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
⋱ ⋮
⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥 𝑛
 𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 
𝑇
 
 
 
 
 
 
.  
 
H. Analisa Kestabilan 
Definisi 2.8 (Olsder, 2004: 57) 
Diberikan sistem dinamik 𝑥 = 𝑓 𝑥  dengan 𝑥 ∈ ℝ𝑛  yang memiliki solusi 
𝑥 𝑡, 𝑥0  dengan kondisi awal 𝑥 0 = 𝑥0. Titik ekuilibrium 𝑥 ∈ ℝ
𝑛  dari sistem 
𝑥 = 𝑓 𝑥  dikatakan 
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1. stabil jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian hingga jika 
 𝑥0 − 𝑥  < 𝛿 maka   𝑥 𝑡, 𝑥0 − 𝑥  < 𝜀 untuk setiap 𝑡 ≥ 0, 
2. stabil asimtotik jika titik ekuilibrium 𝑥 ∈ ℝ𝑛  stabil dan terdapat 𝛿0 > 0 
sedemikian hingga jika 𝑥0 − 𝑥  < 𝛿0 berlaku  lim𝑡→∞ 𝑥 𝑡, 𝑥0 − 𝑥  = 0, 
3. tidak stabil jika titik ekuilibrium 𝑥 ∈ ℝ𝑛  tidak memenuhi (1). 
Ilustrasi untuk Definisi 2.8 ditunjukkan pada Gambar 3. 
 
Gambar 3. Ilustrasi Kestabilan 
 
Selanjutnya diberikan teorema tentang kestabilan untuk mempermudah 
menganalisa kestabilan suatu sistem disekitar titik ekuilibriumnya. 
Teorema 2.2 (Olsder, 2004: 58).  
Diberikan sistem dinamik 𝑥 = 𝐴𝑥, dengan A matriks berukuran n x n yang 
mempunyai k nilai eigen yang berbeda yaitu 𝜆1 , … , 𝜆𝑘dengan 𝑘 ≤ 𝑛. 
1. Titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 <
0 untuk semua 𝑖 = 1, … , 𝑘.  
2. Titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah stabil jika dan hanya jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0 untuk 
semua 𝑖 = 1, … , 𝑘 dan untuk semua nilai eigen 𝜆𝑖  pada sumbu imajiner atau 
dengan kata lain 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0, yang multiplisitas aljabar dan multisiplisitas 
geometri sama. 
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3. Titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah tidak stabil jika dan hanya jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 
untuk beberapa 𝑖 = 1, … , 𝑘, atau terdapat nilai eigen 𝜆𝑖  pada sumbu imajiner 
dengan kata lain 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0, yang multiplisitas aljabar lebih besar daripada 
multisiplisitas geometri. 
Bukti: 
1. Akan dibuktikan bahwa titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah stabil asimtotik jika 
dan hanya jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 untuk semua 𝑖 = 1, … , 𝑘. 
 ⟹  
Jika titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah stabil asimtotik maka 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 untuk 
semua 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. 
Menurut Definisi 2.8, titik ekuilibrium 𝑥 = 0 dikatakan stabil asimtotik jika 
lim𝑡→∞ 𝑥 𝑡, 𝑥0 − 𝑥  = 0. Sehingga untuk 𝑡 → ∞, 𝑥 𝑡, 𝑥0  menuju 𝑥 = 0. 
𝑥 𝑡, 𝑥0  merupakan solusi dari sistem dinamik 𝑥 = 𝐴𝑥, maka 𝑥 𝑡, 𝑥0  selalu 
memuat 𝑒𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡 . Sehingga untuk 𝑒𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡  yang menuju 𝑥 = 0 maka 
𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 untuk semua 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. 
 ⟸  
Jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0, ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑘, maka titik ekuilibrium 𝑥 = 0 stabil 
asimtotik. 
𝑥 𝑡, 𝑥0  selalu memuat 𝑒
𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡 , jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 maka untuk 𝑡 → ∞, 
𝑒𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡  akan menuju 𝑥 = 0. Berdasarkan Definisi 2.8 titik ekuilibrium 
𝑥 = 0 stabil asimtotik. 
2. Akan dibutikan bahwa titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah stabil jika dan hanya 
jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0 untuk semua 𝑖 = 1, … , 𝑘 dan untuk semua nilai eigen 𝜆𝑖  
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pada sumbu imajiner atau dengan kata lain 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0, yang multiplisitas 
aljabar dan multisiplisitas geometri sama.  
 ⟹  
Jika titik ekuilibrium 𝑥 = 0 stabil maka 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0, ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑘. 
Pembuktian menggunakan kontraposisi yaitu dibuktikan bahwa jika ada 
𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 maka titik ekuilibrium 𝑥 = 0 tidak stabil. 
𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 maka 𝑥 𝑡, 𝑥0  yang selalu memuat 𝑒
𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡  untuk 𝑡 → ∞ akan 
menuju ∞ yang artinya menjauhi 𝑥 = 0. Sehingga sistem tidak stabil. Jadi 
terbukti bahwa jika titik ekuilibrium 𝑥 = 0 stabil maka 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0, ∀𝑖 =
1,2,3, … , 𝑘. 
 ⟸  
Jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0, ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑘 maka titik ekuilibrium 𝑥 = 0 stabil dan 
jika ada 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0 maka multiplisitas aljabar dan geometri untuk nilai 
eigen harus sama. 
𝑥 𝑡, 𝑥0  yang selalu memuat 𝑒
𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡 , jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 maka 𝑒
𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡  akan 
menuju 𝑥 = 0 yang artinya stabil asimtotik. Sistem yang stabil asimtotik, 
pasti stabil. Jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0 maka nilai eigen berupa bilangan kompleks 
murni. Menurut Luenberger (1979: 85), multiplisitas aljabar berhubungan 
dengan nilai eigen dan multiplisitas geometri berhubungan dengan vektor 
eigen. Oleh karena itu, akan dibuktikan bahwa banyak nilai eigen dan vektor 
eigen adalah sama. Ambil sebarang sistem pada ℝ2 yang mempunyai nilai 
eigen bilangan kompleks murni. Diambil sistem  
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𝑥 
𝑦 
 =  
0 −𝑝
𝑞 0
  
𝑥
𝑦 , dengan 𝑝 > 0, 𝑞 > 0.                                              (2.24) 
Akan dicari nilai eigen dari Sistem (2.24). 
det   
0 −𝑝
𝑞 0
 − 𝜆  
1 0
0 1
  = 0 
⟺ det   
0 −𝑝
𝑞 0
 −  
𝜆 0
0 𝜆
  = 0, 
⇔ det   
−𝜆 −𝑝
𝑞 −𝜆
  = 0, 
⇔  
−𝜆 −𝑝
𝑞 −𝜆
 = 0, 
⇔ 𝜆2 + 𝑝𝑞 = 0.                                                                                      (2.25) 
Akar dari Persamaan (2.25) adalah 
𝜆1,2 =
± −4𝑝𝑞
2
=
±2 𝑝𝑞 𝑖
2
= ± 𝑝𝑞 𝑖 
sehingga 𝜆1 =  𝑝𝑞 𝑖 dan 𝜆2 = − 𝑝𝑞 𝑖. 
Vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆1 =  𝑝𝑞 𝑖 
 
−𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
𝑞 −𝑖 𝑝𝑞
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
  
maka 
  
−𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
𝑞 −𝑖 𝑝𝑞
 
0
0
 𝑅1~𝑅2 
  
𝑞 −𝑖 𝑝𝑞
−𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
 
0
0
 
1
𝑞
𝑅1 
  
1 −𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
−𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
 
0
0
 𝑅2 + 𝑖 𝑝𝑞 𝑅1 
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  1 −𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
0 0
 
0
0
  
sehingga  
1 −𝑖  
𝑝𝑞
𝑞
0 0
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
 . 
Maka diperoleh 
𝑥1 − 𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
𝑥2 = 0, 
misal 𝑥2 = 𝑡 maka 𝑥1 = 𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
𝑡 dan diambil 𝑡 = 1 sehingga diperoleh 
𝑣1 =  
𝑥1
𝑥2
 =  𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
1
 . 
Vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆2 = −𝑖 𝑝𝑞  
 
𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
𝑞 𝑖 𝑝𝑞
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
  
maka 
  
𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
𝑞 𝑖 𝑝𝑞
 
0
0
 𝑅1~𝑅2 
  
𝑞 𝑖 𝑝𝑞
𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
 
0
0
 
1
𝑞
𝑅1 
  
1 𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
𝑖 𝑝𝑞 −𝑝
 
0
0
 𝑅2 + 𝑖 𝑝𝑞 𝑅1 
  1 𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
0 0
 
0
0
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sehingga  
1 𝑖  
𝑝𝑞
𝑞
0 0
  
𝑥1
𝑥2
 =  
0
0
 . 
Maka diperoleh 
𝑥1 + 𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
𝑥2 = 0, 
misal 𝑥2 = 𝑡 maka 𝑥1 = −𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
𝑡 dan diambil 𝑡 = 1 sehingga diperoleh 
𝑣2 =  
𝑥1
𝑥2
 =  −𝑖
 𝑝𝑞
𝑞
1
 . 
Terbukti banyak nilai eigen sama dengan banyak vektor eigen yaitu 
sebanyak 2. 
3. Akan dibuktikan bahwa titik ekuilibrium 𝑥 = 0 adalah tidak stabil jika dan 
hanya jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 untuk beberapa 𝑖 = 1, … , 𝑘, atau terdapat nilai eigen 
𝜆𝑖  pada sumbu imajiner dengan kata lain 𝑅𝑒 𝜆𝑖 = 0, yang multiplisitas 
aljabar lebih besar daripada multisiplisitas geometri. 
 ⟹  
Jika titik ekuilibrium 𝑥 = 0 tidak stabil maka 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0, ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛.  
Titik ekuilibrium tidak stabil apabila 𝑡 → ∞, 𝑥 𝑡, 𝑥0  menuju ∞. Hal 
tersebut dapat terjadi apabila 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0. 
 ⟸  
Jika 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0, ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 maka titik ekuilibrium 𝑥 = 0 tidak stabil. 
Apabila 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0, 𝑥 𝑡, 𝑥0  yang selalu memuat 𝑒
𝑅𝑒 𝜆𝑖 𝑡  akan selalu 
menuju ∞. Oleh karena itu, titik ekuilibrium 𝑥 = 0  tidak stabil. 
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I. Sistem Persamaan Diferensial Tundaan 
Sistem persamaan diferensial tundaan ditunjukkan pada Persamaan 
(2.26). 
                                   𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑥 𝑡 − 𝜏                                                     2.26  
dengan 𝑓: 𝒞  −𝜏, 0 , ℝ𝑛 → ℝ𝑛 . Dimana 𝒞  −𝜏, 0 , ℝ𝑛  merupakan ruang 
Banach dari fungsi kontinu yang memetakan  – 𝜏, 0  ke ℝ𝑛 . 
Contoh 2.8 
Persamaan diferensial tundaan dan solusinya (Hal Smith, 2011: 13-14). 
Diberikan persamaan diferensial tundaan berikut: 
                                                        𝑢  𝑡 = −𝑢 𝑡 − 𝜏 ,                                          2.27  
dengan 𝜏 > 0 dan nilai awal 𝑢 𝑡 = 1, −𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 0. 
Maka, pada interval 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 diperoleh 𝑡 − 𝜏 ≤ 0 sehingga 
                                                     𝑢  𝑡 = −𝑢 𝑡 − 𝜏 = −1.                                  2.28  
Dengan demikian 
                            𝑢 𝑡 = 𝑢 0 +   −1 
𝑡
0
𝑑𝑠 = 1 − 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏.                     2.29  
Pada interval 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜏 diperoleh 0 ≤ 𝑡 − 𝜏 ≤ 𝜏 sehingga 
                                   𝑢  𝑡 = −𝑢 𝑡 − 𝜏 = − 1 −  𝑡 − 𝜏  ,                             2.30  
dengan demikian diperoleh 
𝑢 𝑡 = 𝑢 𝜏 +  − 1 −  𝑡 − 𝜏  
𝑡
𝜏
𝑑𝑠 
                                                = 1 − 𝜏 +  −𝑠 +
1
2
 𝑠 − 𝜏 2 
𝑠=𝜏
𝑠=𝑡
.                        2.31  
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Jadi diperoleh solusi dari Persamaan (2.27) adalah 
      𝑢 𝑡 = 1 +   −1 𝑘
𝑛
𝑘=1
 𝑡 −  𝑘 − 1 𝜏 𝑘
𝑘!
,  𝑛 − 1 𝜏 ≤ 𝑡 < 𝑛𝜏, 𝑛 ≥ 1.   2.32    
Persamaan karakteristik pada sistem persamaan diferensial tundaan 
dinyatakan dalam ∆ 𝜆, 𝜏  yaitu sebagai berikut:   
∆ 𝜆, 𝜏 = 𝑃0 𝜆 + 𝑃1 𝜆 𝑒
−𝜆𝜏 = 0 
dengan 𝑃0 dan 𝑃1 polinomial dalam 𝜆. 
Menurut Kar (2003: 451), syarat cukup dan syarat perlu untuk titik ekuilibrium 
𝑥  stabil asimtotik untuk setiap 𝜏 ≥ 0 adalah  
1. semua bagian real dari nilai eigen persamaan karakteristik ∆ 𝜆, 0 = 0 
adalah negatif, dan 
2. untuk sebarang bilangan real 𝜔 dan 𝜏 > 0, ∆ 𝑖𝜔, 𝜏 ≠ 0. 
 
J. Basic Reproduction Number (𝓡𝟎)  
Menurut Driessche dan Watmough, basic reproduction number (ℛ0) 
adalah jumlah infeksi sekunder yang dihasilkan oleh individu yang terinfeksi 
tunggal dapat dinyatakan sebagai produk dari durasi yang diharapkan dari 
periode menular dan tingkat infeksi sekunder terjadi. 
Model kompartemen untuk penularan penyakit, suatu kompartemen 
(kelas) disebut kompartemen penyakit jika individu-individu didalamnya 
terinfeksi penyakit. Misalkan terdapat 𝑛 kelas terinfeksi dan 𝑚 kelas yang tidak 
terinfeksi. Model kompartemen dapat ditulis dalam bentuk berikut: 
 𝑥 𝑖 = ℱ𝑖 𝑥, 𝑦 − 𝒱𝑖 𝑥, 𝑦 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑥 ∈ ℝ
𝑛 ,
 𝑦 𝑗 = 𝑔𝑗  𝑥, 𝑦 , 𝑗 = 1, . . , 𝑚, 𝑦 ∈ ℝ
𝑚 ,                  
                           (2.33) 
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dengan  
𝑥 adalah kelas yang terinfeksi penyakit, 
𝑦 adalah kelas yang tidak terinfeksi penyakit, 
ℱ𝑖  adalah matriks dari rata-rata jumlah individu baru yang terinfeksi penyakit,  
𝒱𝑖  adalah matriks dari rata-rata penurunan jumlah individu yang terinfeksi. 
Perhitungan basic reproduction number berdasarkan linearisasi Sistem 
(2.33) pada titik ekuilibrium bebas penyakit. Hasil linearisasi dari kelas 
terinfeksi pada titik ekuilibrium bebas penyakit adalah sebagai berikut: 
𝑥 =  𝐹 − 𝑉 𝑥 
dengan 𝐹 dan 𝑉 matriks berukuran n x n,  
                                              𝐹 =
𝜕ℱ𝑖
𝜕𝑥𝑗
(0, 𝑦0) dan 𝑉 =
𝜕𝒱𝑖
𝜕𝑥𝑗
(0, 𝑦0) 
dengan (0, 𝑦0) adalah titik ekuilibrium bebas penyakit. 
Selanjutnya untuk mencari basic reproduction number didefinisikan 
matriks 𝐾 = 𝐹𝑉−1 yang disebut sebagai next generation matrix (matriks 
generasi berikutnya). Basic reproduction number (ℛ0) dari model 
kompartemen adalah ℛ0 = 𝜌𝐾 yaitu nilai eigen terbesar dari matriks 𝐾. 
 
K. Bifurkasi Hopf 
Bifurkasi pada suatu sistem nonlinear berfokus pada sistem yang 
bergantung pada perameter 𝜇 yaitu sebagai berikut: 
𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝜇 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , 𝜇 ∈ ℝ𝑘 .                                 (2.34) 
 
 
36 
 
Definisi 2.9 (Kuznetzov, 1998: 57) 
Munculnya potret fase yang tidak ekuivalen secara topologi akibat perubahan 
nilai parameter disebut bifurkasi. 
Salah satu jenis bifurkasi adalah bifurkasi Hopf. Bentuk standar 
bifurkasi Hopf adalah sebagai berikut: 
𝑥 = 𝛼𝑥 − 𝜔𝑦 +  𝑎𝑥 − 𝑏𝑦  𝑥2 + 𝑦2 , 
𝑦 = 𝜔𝑥 + 𝛼𝑦 +  𝑏𝑥 + 𝑎𝑦  𝑥2 + 𝑦2 , 
atau apabila diubah dalam koordinat polar adalah sebagai berikut:  
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 
⟺ 2𝑟𝑟 = 2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 , 
⟺ 𝑟 =
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 
𝑟
, 
⟺ 𝑟 =
𝑥 𝛼𝑥 − 𝜔𝑦 +  𝑎𝑥 − 𝑏𝑦  𝑥2 + 𝑦2  
𝑟
 
          +
𝑦 𝜔𝑥 + 𝛼𝑦 +  𝑏𝑥 + 𝑎𝑦  𝑥2 + 𝑦2  
𝑟
, 
⟺ 𝑟 =
𝛼 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎 𝑥2 + 𝑦2 2
𝑟
, 
⟺ 𝑟 = 𝛼𝑟 + 𝑎𝑟3. 
Sehingga diperoleh bentuk standar bifurkasi Hopf pada koordinat polar yaitu 
𝑟 = 𝛼𝑟 + 𝑎𝑟3 .                                               (2.35) 
Dari Persamaan (2.35), jika 𝑎 > 0 maka solusi dari Persamaan (2.35) 
ditunjukkan pada Gambar 4 (Wiggins, 2003: 381). 
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Gambar 4. Solusi 𝑟 jika 𝑎 > 0  
 
Pada kasus 𝑎 > 0, untuk α < 0 maka sistem stabil asimtotik dan membentuk orbit 
periodik yang tidak stabil, untuk α = 0 maka sistem tidak stabil, dan untuk α > 0 
sistem tidak stabil. 
Sedangkan jika 𝑎 < 0 maka solusi dari Persamaan (2.35) ditunjukkan pada 
Gambar 5 (Wiggins, 2003: 381). 
 
Gambar 5. Solusi 𝑟 jika 𝑎 < 0 
 
Pada kasus 𝑎 < 0, untuk α < 0 maka sistem stabil asimtotik, untuk α = 0 maka 
sistem stabil, dan untuk α > 0 sistem tidak stabil dan membentuk orbit periodik yang 
stabil. 
Definisi 2.10 (Wiggins: 2003: 71) 
Solusi dari 𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑡 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛  yang melalui 𝑥0 dikatakan orbit periodik 
dengan periode 𝑇 jika terdapat 𝑇 > 0 sedemikian sehingga 𝑥 𝑡, 𝑥0 =
𝑥 𝑡 + 𝑇, 𝑥0  untuk ∀𝑡 ∈ ℝ. 
 
𝛂 < 0 𝛂 = 𝟎 𝛂 > 0 
𝛂 < 0 𝛂 = 𝟎 𝛂 > 0 
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Menurut Wiggins (2003: 380), jari-jari orbit periodik untuk Persamaan (2.35) 
adalah  
𝑟 =  −
𝛼
𝑎
. 
Teorema 2.3 (Guckenheimer, 1985: 151-152) 
Misal sistem 𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝜇 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , 𝜇 ∈ ℝ mempunyai titik ekuilibrium  𝑥0, 𝜇0 , 
mengalami bifurkasi Hopf jika memenuhi  
1. 𝐷𝑥𝑓 𝑥0, 𝜇0  mempunyai sepasang nilai eigen imajiner murni dan tidak ada 
nilai eigen lain dengan bagian real nol, 
2. memenuhi kondisi transversal yaitu 
𝑑
𝑑𝜇
 𝑅𝑒 𝜆 𝜇   ≠ 0.  
 
L. Center Manifold 
Kestabilan untuk sistem yang memiliki bagian real nilai eigennya 
adalah nol tidak dapat dilakukan dengan melihat kestabilan linearisasi 
sistemnya. Oleh karena itu, untuk melakukan analisa kestabilan sistem dengan 
bagian real nilai eigen nol digunakan teori center manifold.  
Definisi 2.11 (Wiggins, 2003: 246) 
Manifold invarian disebut center manifold untuk sistem 
𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑓 𝑥, 𝑦 ,
𝑦 = 𝐵𝑦 + 𝑔 𝑥, 𝑦 ,
                                           (2.36) 
dengan  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑐 × ℝ𝑠 , 𝐴 matriks berukuran 𝑐 × 𝑐 yang mempunyai bagian 
real dari nilai eigen adalah nol, 𝐵 matriks berukuran 𝑠 × 𝑠 dengan bagian real 
dari nilai eigen adalah negatif,  dan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟 𝑟 ≥ 2 , jika memenuhi 
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𝑊𝑐 0 =    𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑐 × ℝ𝑠 𝑦 = 𝑕 𝑥 ,  𝑥 < 𝛿, 𝑕 0 = 0, 𝐷𝑕 0 = 0    2.37  
untuk 𝛿 cukup kecil. 
Dari Persamaan (2.37) diperoleh  
                                                              𝑦 = 𝑕 𝑥 ,                                                     2.38  
lalu Persamaan (2.38) diturunkan terhadap waktu sehingga diperoleh 
                                                             𝑦 = 𝐷𝑕 𝑥 𝑥 .                                                2.39  
Substitusikan Persamaan (2.38) ke (2.36) sehingga diperoleh 
 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑓 𝑥, 𝑕 𝑥  ,                                            2.40  
 𝑦 = 𝐵𝑕 𝑥 + 𝑔 𝑥, 𝑕 𝑥  ,                                     2.41  
selanjutnya substitusikan Persamaan (2.39) ke (2.41) sehingga diperoleh 
                                         𝐷𝑕 𝑥 𝑥 = 𝐵𝑕 𝑥 + 𝑔 𝑥, 𝑕 𝑥  ,                            2.42  
substitusikan Persamaan (2.40) ke (2.42) maka diperoleh 
𝐷𝑕 𝑥  𝐴𝑥 + 𝑓 𝑥, 𝑕 𝑥   = 𝐵𝑕 𝑥 + 𝑔 𝑥, 𝑕 𝑥            (2.43) 
atau 
𝒩 𝑕 𝑥  = 𝐷𝑕 𝑥  𝐴𝑥 + 𝑓 𝑥, 𝑕 𝑥   − 𝐵𝑕 𝑥 − 𝑔 𝑥, 𝑕 𝑥  = 0.     (2.44) 
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BAB III 
PEMBAHASAN 
 
 
A. Formulasi Model  
Model Susceptible Infected Recovered (SIR) membagi populasi menjadi 
3 kelas: Susceptible (S) yaitu kelompok individu yang rentan terhadap 
penyakit, Infected (I) yaitu kelompok individu yang terinfeksi penyakit dan 
dapat sembuh, dan Recovered (R) yaitu kelompok individu yang telah sembuh 
dan kebal terhadap penyakit. Dalam pembentukan model SIR dengan waktu 
tunda dan laju penularan bilinear diberikan asumsi-asumsi sebagai berikut: 
1. Dalam populasi tidak terjadi imigrasi dan emigrasi. 
2. Terjadi kelahiran dan kematian dalam populasi, dimana kelahiran hanya 
terjadi pada individu-individu kelas Susceptible karena penyakit 
mengakibatkan terjadinya kemandulan pada individu yang telah terinfeksi 
penyakit, kematian alami terjadi pada setiap kelas dengan laju kematian 
yang berbeda-berbeda untuk tiap kelas. 
3. Laju kelahiran pada kelas Susceptible melebihi laju kematian alaminya. 
4. Penyakit tidak menyebabkan kematian, sehingga kematian yang terjadi pada 
kelas Infected hanya kematian alami. 
5. Pertumbuhan pada kelas Susceptible mengikuti model pertumbuhan logistik 
dengan carrying capacity (kapasitas batas) 𝐾. Dalam model pertumbuhan 
logistik untuk kelas Susceptible, interaksi antar individu pada kelas 
Susceptible mengakibatkan kematian.  
6. Penularan penyakit terjadi melalui kontak langsung dengan penderita. 
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7. Pada proses penularan penyakit terjadi masa inkubasi. 
8. Individu yang telah sembuh memiliki kekebalan permanen sehingga tidak 
akan terinfeksi penyakit lagi. 
9. Laju penularan penyakit merupakan laju penularan bilinear. 
Parameter-parameter yang akan digunakan dalam pembentukan model 
SIR dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear adalah sebagai berikut: 
𝑟1  =  Laju kelahiran pada kelas Susceptible 
𝑟2  =  Laju kematian alami pada kelas Susceptible 
𝑟3  =  Laju kematian akibat interaksi antar individu pada kelas Susceptible 
𝛽   =  Laju kontak antara kelas Susceptible dan kelas Infected 
𝛾   =  Laju kesembuhan dari penyakit 
𝜇1 =  Laju kematian alami pada kelas Infected 
𝜇2 =  Laju kematian alami pada kelas Recovered 
𝜏   =  Waktu inkubasi 
dengan 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝛽, 𝛾, 𝜇1, 𝜇2, dan 𝜏 > 0,  serta 𝑟1 > 𝑟2. 
Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah diuraikan tersebut maka dapat 
dibentuk diagram transfer model SIR yaitu ditunjukkan pada Gambar 6. 
 
 
Gambar 6. Diagram Transfer Model Susceptible Infected Recovered (SIR) 
dengan Laju Penularan Bilinear  
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Berdasarkan diagram transfer pada Gambar 6, jumlah individu pada 
kelas Susceptible akan meningkat karena adanya kelahiran pada kelas 
Susceptible, sedangkan jumlah individu pada kelas Susceptible akan menurun 
disebabkan adanya individu rentan yang terinfeksi penyakit, adanya kematian 
alami pada kelas Susceptible, dan kematian yang diakibatkan dari interaksi 
antar individu pada kelas Susceptible. Oleh karena itu, diperoleh persamaan  
                                              
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 + 𝑟1𝑆 − 𝑟2𝑆 − 𝑟3𝑆
2 .                              3.1  
Jumlah individu pada kelas Infected akan meningkat yang disebabkan 
adanya individu rentan yang terinfeksi penyakit, sedangkan jumlah individu 
pada kelas Infected akan menurun karena adanya individu yang sembuh dari 
penyakit dan adanya kematian alami pada individu yang terinfeksi penyakit. 
Oleh karena itu, diperoleh persamaan  
                                                      
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼.                                          3.2  
Jumlah individu pada kelas Recovered akan meningkat karena adanya 
individu yang sembuh dari penyakit, sedangkan jumlah individu kelas 
Recovered akan menurun karena adanya kematian pada individu yang telah 
sembuh. Oleh karena itu, diperoleh persamaan  
                                                   
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅.                                                       3.3  
Berdasarkan Persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3) maka dapat diperoleh 
model SIR yang ditunjukkan pada Sistem (3.4) 
𝑆 = −𝛽𝑆𝐼 + 𝑟1𝑆 − 𝑟2𝑆 − 𝑟3𝑆
2,             
𝐼 = 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼,                                
𝑅 = 𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅.                                             
                                                         (3.4) 
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Kelas Susceptible dari model SIR memenuhi model pertumbuhan logistik 
sehingga Sistem (3.4) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 
𝑆 = −𝛽𝑆𝐼 + 𝑟  1 −
𝑆
𝐾
 𝑆,                         
𝐼 = 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼,                                 
𝑅 = 𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅,                                             
                                                        (3.5) 
dengan 𝑟 = 𝑟1 − 𝑟2 > 0 dan 𝐾 =
𝑟1−𝑟2
𝑟3
 merupakan carrying capacity. 
Berdasarkan asumsi bahwa pada penularan penyakit terjadi masa 
inkubasi maka untuk 𝛽𝑆𝐼, 𝐼 tidak hanya dipengaruhi oleh waktu 𝑡 namun juga 
dipengaruhi oleh waktu inkubasi 𝜏, sehingga diperoleh sistem berikut: 
 
𝑆  𝑡 = −𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 −
𝑆 𝑡 
𝐾
 𝑆 𝑡 ,     
𝐼  𝑡 = 𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝜇1𝐼 𝑡 − 𝛾𝐼 𝑡 ,           
𝑅  𝑡 = 𝛾𝐼 𝑡 − 𝜇2𝑅 𝑡 .                                          
                                           (3.6) 
Didefinisikan 
𝑆 =
𝑆
𝐾
 , 𝐼 =
𝐼
𝐾
 , 𝑅 =
𝑅
𝐾
 , 𝑡 = 𝛽𝐾𝑡, 𝑟 =
𝑟
𝛽𝐾
 , 𝜇 1 =
𝜇1
𝛽𝐾
 , 𝜇 2 =
𝜇2
𝛽𝐾
 , 𝛾 =
𝛾
𝛽𝐾
, 
maka persamaan pertama dari Sistem (3.6) menjadi sebagai berikut: 
        𝑆  𝑡 = −𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 −
𝑆 𝑡 
𝐾
 𝑆 𝑡  
⟺
1
𝛽𝐾
𝑆  𝑡 =
−𝛽𝑆 𝑡 
𝛽𝐾
𝐼 𝑡 − 𝜏 +
𝑟
𝛽𝐾
 1 −
𝑆 𝑡 
𝐾
 𝑆 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑆  𝑡 = −𝑆  𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 − 𝑆  𝑡  𝑆 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑆  𝑡 
𝐾
= −𝑆  𝑡 
𝐼 𝑡 − 𝜏 
𝐾
+ 𝑟  1 − 𝑆  𝑡  
𝑆 𝑡 
𝐾
, 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑆  𝑡 
𝐾
= −𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 − 𝑆  𝑡  𝑆  𝑡 , 
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⟺
𝛽𝐾
𝛽𝐾
𝑆  𝛽𝐾𝑡 
𝐾
= −𝑆  𝛽𝐾𝑡 𝐼  𝛽𝐾 𝑡 − 𝜏  + 𝑟  1 − 𝑆  𝛽𝐾𝑡  𝑆  𝛽𝐾𝑡 , 
⟺ 𝑆   𝑡 = −𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 − 𝑆  𝑡  𝑆  𝑡 ,        (3.7) 
untuk persamaan kedua dari Sistem (3.6) menjadi sebagi berikut: 
        𝐼 (𝑡) = 𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝜇1𝐼 𝑡 − 𝛾𝐼(𝑡) 
⟺
1
𝛽𝐾
𝐼  𝑡 =
𝛽𝑆 𝑡 
𝛽𝐾
𝐼 𝑡 − 𝜏 −
𝜇1
𝛽𝐾
𝐼 𝑡 −
𝛾
𝛽𝐾
𝐼 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝐼  𝑡 = 𝑆  𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝜇 1𝐼 𝑡 − 𝛾 𝐼 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝐼 (𝑡)
𝐾
= 𝑆  𝑡 
𝐼 𝑡 − 𝜏 
𝐾
− 𝜇 1
𝐼 𝑡 
𝐾
− 𝛾 
𝐼(𝑡)
𝐾
, 
⟺
1
𝛽𝐾
𝐼 (𝑡)
𝐾
= 𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 − 𝜇 1𝐼  𝑡 − 𝛾 𝐼  𝑡 , 
⟺
𝛽𝐾
𝛽𝐾
𝐼 (𝛽𝐾𝑡)
𝐾
= 𝑆  𝛽𝐾𝑡 𝐼  𝛽𝐾 𝑡 − 𝜏  − 𝜇 1𝐼  𝛽𝐾𝑡 − 𝛾 𝐼  𝛽𝐾𝑡 , 
⟺ 𝐼   𝑡 = 𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 − 𝜇 1𝐼  𝑡 − 𝛾 𝐼  𝑡 ,        (3.8) 
dan persamaan ketiga dari Sistem (3.6) menjadi sebagai berikut: 
       𝑅  𝑡 = 𝛾𝐼 𝑡 − 𝜇2𝑅 𝑡  
⟺
1
𝛽𝐾
𝑅  𝑡 =
𝛾
𝛽𝐾
𝐼 𝑡 −
𝜇2
𝛽𝐾
𝑅 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑅  𝑡 = 𝛾 𝐼 𝑡 − 𝜇 2𝑅 𝑡 , 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑅  𝑡 
𝐾
= 𝛾 
𝐼 𝑡 
𝐾
− 𝜇 2
𝑅 𝑡 
𝐾
, 
⟺
1
𝛽𝐾
𝑅  𝑡 
𝐾
= 𝛾 𝐼  𝑡 − 𝜇 2𝑅  𝑡 , 
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⟺
𝛽𝐾
𝛽𝐾
𝑅  𝛽𝐾𝑡 
𝐾
= 𝛾 𝐼  𝛽𝐾𝑡 − 𝜇 2𝑅  𝛽𝐾𝑡 , 
⟺ 𝑅   𝑡 = 𝛾 𝐼  𝑡 − 𝜇 2𝑅  𝑡 .          (3.9) 
Berdasarkan Persamaan (3.7), (3.8), dan (3.9) maka diperoleh sistem  
𝑆   𝑡 = −𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 + 𝑟  1 − 𝑆  𝑡  𝑆  𝑡 ,   
𝐼   𝑡 = 𝑆  𝑡 𝐼  𝑡 − 𝜏 − 𝜇 1𝐼  𝑡 − 𝛾 𝐼  𝑡 ,           
𝑅   𝑡 = 𝛾 𝐼  𝑡 − 𝜇 2𝑅  𝑡 .                                       
                                            (3.10) 
Selanjutnya tanda ′~′ pada Sistem (3.10) dapat dihilangkan sehingga diperoleh  
𝑆  𝑡 = −𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 + 𝑟 1 − 𝑆 𝑡  𝑆 𝑡 ,       
𝐼  𝑡 = 𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝜇1𝐼 𝑡 − 𝛾𝐼 𝑡 ,             
𝑅  𝑡 = 𝛾𝐼 𝑡 − 𝜇2𝑅 𝑡 .                                         
                                          (3.11) 
 
B. Titik Ekuilibrium  
Akan dibahas mengenai titik-titik ekuilibrium dari Sistem (3.11) yang 
disajikan dalam Lemma 3.1. 
Lemma 3.1 
Misal 𝐸 =  𝑆 , 𝐼 , 𝑅   adalah titik ekuilibrium Sistem (3.11). 
1. Jika 𝐼 = 0 maka diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 =  0,0,0  
dan 𝐸1 =  1,0,0 . 
2. Jika 𝐼 ≠ 0 maka diperoleh titik ekuilibrium endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
dengan 𝑆∗ = 𝜇1 + 𝛾, 𝐼
∗ = 𝑟 1 −  𝜇1 + 𝛾  , dan 𝑅
∗ =
𝛾
𝜇2
𝐼∗. 
Bukti: 
Berdasarkan Definisi 2.4 maka titik ekuilibrium 𝐸 =  𝑆 , 𝐼 , 𝑅   harus memenuhi 
−𝑆 𝐼 + 𝑟 1 − 𝑆  𝑆 = 0,                                                                                           3.12                                                             
46 
 
𝑆 𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼 = 0,                                                                                                  3.13                                                          
𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅 = 0.                                                                                                          3.14                                                                                     
1. Substitusikan 𝐼 = 0 ke Persamaan (3.12) maka diperoleh  
−𝑆 𝐼 + 𝑟 1 − 𝑆  𝑆 = 0 
⟺ 𝑟𝑆  1 − 𝑆  = 0, 
⟺ 𝑆 = 0, 𝑆 = 1. 
Selanjutnya substitusikan 𝐼 = 0 ke Persamaan (3.14) maka diperoleh 
𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅 = 0 
⟺ −𝜇2𝑅 = 0, 
⟺ 𝑅 = 0. 
Jadi titik ekuilibrium bebas penyakit dari Sistem (3.11) adalah 𝐸0 =  0,0,0  
dan 𝐸1 =  1,0,0 . 
2. Dari Persamaan (3.12) maka diperoleh 
−𝑆 𝐼 + 𝑟 1 − 𝑆  𝑆 = 0 
⇔ 𝑆  −𝐼 + 𝑟 − 𝑟𝑆  = 0, 
⇔ 𝑆 = 0, 𝑆 =
−𝐼 +𝑟
𝑟
,  
untuk 𝑆 =
−𝐼 +𝑟
𝑟
 diperoleh titik ekuilibrium endemik. Selanjutnya 
substitusikan 𝑆 =
−𝐼 +𝑟
𝑟
  ke Persamaan (3.13) sehingga diperoleh 
𝑆 𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼 = 0 
⟺
−𝐼 + 𝑟
𝑟
𝐼 − 𝜇1𝐼 − 𝛾𝐼 = 0, 
⟺  −𝐼 + 𝑟 𝐼 − 𝑟𝜇1𝐼 − 𝑟𝛾𝐼 = 0, 
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⟺ −𝐼  𝐼 − 𝑟 + 𝑟𝜇1 + 𝑟𝛾 = 0, 
⟺ 𝐼 = 0, 𝐼 = 𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾 , 
untuk 𝐼 = 𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾  menghasilkan titik ekuilibrium endemik, lalu 
substitusikan 𝐼 = 𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾  ke Persamaan (3.14) maka diperoleh 
 𝛾𝐼 − 𝜇2𝑅 = 0 
⟺ 𝛾 𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾  − 𝜇2𝑅 = 0, 
⟺ 𝑅 =
𝛾𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾 
𝜇2
. 
Jadi titik ekuilibrium endemik dari Sistem (3.11) adalah 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
dengan 𝑆∗ =
−𝐼∗+𝑟
𝑟
=
−𝑟 1−𝜇1−𝛾 +𝑟
𝑟
= 𝜇1 + 𝛾, 𝐼
∗ = 𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾 =
𝑟 1 −  𝜇1 + 𝛾  , dan 𝑅
∗ =
𝛾𝑟  1−𝜇1−𝛾 
𝜇2
=
𝛾
𝜇2
𝐼∗. 
 
C. Basic Reproduction Number (𝓡𝟎) 
Akan dicari basic reproduction number (ℛ0) dari Sistem (3.11). Kelas 
terinfeksi model SIR pada Sistem (3.11) adalah kelas 𝐼, sehingga persamaan 
diferensial yang digunakan adalah 
𝐼  𝑡 = 𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝜇1𝐼 𝑡 − 𝛾𝐼 𝑡 .                                                              (3.15) 
Persamaan (3.15) dapat ditulis dalam bentuk persamaan berikut: 
                              𝐼  𝑡 = ℱ 𝑆, 𝐼 − 𝒱 𝑆, 𝐼 ,                                                        (3.16) 
dengan ℱ 𝑆, 𝐼 = 𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 − 𝜏  dan 𝒱 𝑆, 𝐼 = 𝜇1𝐼 𝑡 + 𝛾𝐼 𝑡 . 
Selanjutnya akan dicari 𝐹 dan 𝑉 yaitu sebagai berikut: 
𝜕ℱ
𝜕𝐼
=  𝑆  dan 
𝜕𝒱
𝜕𝐼
=  𝜇1 + 𝛾 , 
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karena 𝐸1 =  1, 0, 0  adalah titik ekuilibrium bebas penyakit dari Sistem (3.11) 
maka 
𝐹 =
𝜕ℱ
𝜕𝐼
 1, 0, 0 =  1  dan 𝑉 =
𝜕𝒱
𝜕𝐼
 1, 0, 0 =  𝜇1 + 𝛾 . 
Selanjutnya akan dicari next generation matrix yaitu sebagai berikut: 
𝐹𝑉−1 =  1  
1
𝜇1 + 𝛾
 =  
1
𝜇1 + 𝛾
 . 
Sehingga diperoleh basic reproduction number (ℛ0) yang merupakan nilai 
eigen terbesar dari matriks 𝐹𝑉−1 yaitu 
ℛ0 =
1
𝜇1 + 𝛾
. 
 
D. Kestabilan Titik Ekuilibrium 
Akan dibahas kestabilan Sistem (3.11) disekitar titik ekuilibriumnya. 
Sistem (3.11) merupakan sistem dinamik nonlinear sehingga untuk 
memudahkan dalam menentukan sifat kestabilan dari titik-titik ekuilibrium 
Sistem (3.11) maka harus dilakukan linearisasi Sistem (3.11). Misal 𝐸 =
 𝑆 , 𝐼 , 𝑅   adalah titik-titik ekuilibrium dari Sistem (3.11). Sistem (3.11) dapat 
ditulis dalam bentuk berikut: 
 
𝑆 (𝑡)
𝐼 (𝑡)
𝑅 (𝑡)
 =  
𝑟 1 − 𝑆 𝑡  𝑆(𝑡)
− 𝜇1 + 𝛾 𝐼(𝑡)
𝛾𝐼 𝑡 − 𝜇2𝑅(𝑡)
 +  
−𝑆 𝑡 𝐼(𝑡 − 𝜏)
𝑆 𝑡 𝐼(𝑡 − 𝜏)
0
 .                                   (3.17) 
Lalu dimisalkan 
 
𝑓1 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  
𝑓2 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  
𝑓3 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  
 =  
𝑟 1 − 𝑆 𝑡  𝑆 𝑡 
− 𝜇1 + 𝛾 𝐼 𝑡 
𝛾𝐼 𝑡 − 𝜇2𝑅 𝑡 
 , dan                                   3.18  
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𝑔1 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅(𝑡) 
𝑔2 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅(𝑡) 
𝑔3 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅(𝑡) 
 =  
−𝑆 𝑡 𝐼(𝑡 − 𝜏)
𝑆 𝑡 𝐼(𝑡 − 𝜏)
0
 .                                       (3.19) 
Selanjutnya akan dilakukan linearisasi Sistem (3.11) dengan memisalkan     
𝑥 𝑡 = 𝑆 𝑡 − 𝑆 , 
𝑦 𝑡 = 𝐼 𝑡 − 𝐼 , 
𝑦 𝑡 − 𝜏 = 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝐼 , 
𝑧 𝑡 = 𝑅 𝑡 − 𝑅 .                                                                                                          
Akan dicari deret Taylor dari 𝑓1 , 𝑓2 , 𝑓3 , 𝑔1, 𝑔2, dan 𝑔3 disekitar titik ekuilibrium 
𝐸 =  𝑆 , 𝐼 , 𝑅  . 
𝑓1 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  = 𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
                                      +
𝜕𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 
 𝐼 𝑡 − 𝐼  +
𝜕𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅  + 𝑅𝑓1  
                                    = 𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +  𝑟 − 2𝑟𝑆  𝑥 𝑡 + 𝑅𝑓1 ,    
𝑓2 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  = 𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
                                      +
𝜕𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 
 𝐼 𝑡 − 𝐼  +
𝜕𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅  + 𝑅𝑓2  
                                     = 𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  −  𝜇1 + 𝛾 𝑦 𝑡 + 𝑅𝑓2 , 
𝑓3 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 , 𝑅 𝑡  = 𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
                                      +
𝜕𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 
 𝐼 𝑡 − 𝐼  +
𝜕𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅  + 𝑅𝑓3  
                                    = 𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  + 𝛾𝑦 𝑡 − 𝜇2𝑧 𝑡 + 𝑅𝑓3 , 
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𝑔1 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅 𝑡  = 𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
                                              +
𝜕𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 − 𝜏 
 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝐼   
                                              +
𝜕𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅     + 𝑅𝑔1  
                                            = 𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  − 𝐼 𝑥 𝑡 − 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 + 𝑅𝑔1 , 
𝑔2 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅 𝑡  = 𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
       +
𝜕𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 − 𝜏 
 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝐼   
        +
𝜕𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅  + 𝑅𝑔2  
                                             = 𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  + 𝐼 𝑥 𝑡 + 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 + 𝑅𝑔2 , 
𝑔3 𝑆 𝑡 , 𝐼 𝑡 − 𝜏 , 𝑅 𝑡  = 𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +
𝜕𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑆 𝑡 
 𝑆 𝑡 − 𝑆   
    +
𝜕𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝐼 𝑡 − 𝜏 
 𝐼 𝑡 − 𝜏 − 𝐼   
           +
𝜕𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  
𝜕𝑅 𝑡 
 𝑅 𝑡 − 𝑅  + 𝑅𝑔3  
                                       = 𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  + 𝑅𝑔3 ,                                                         
karena 𝑅𝑓1 , 𝑅𝑓2 , 𝑅𝑓3 , 𝑅𝑔1 , 𝑅𝑔2 , dan 𝑅𝑔3  mendekati nol maka dapat diabaikan 
sehingga diperoleh 
𝑥 𝑡 = 𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  +  𝑟 − 2𝑟𝑆  𝑥 𝑡 + 𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  − 𝐼 𝑥 𝑡 − 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 , 
𝑦 𝑡 = 𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  −  𝜇1 + 𝛾 𝑦 𝑡 + 𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  + 𝐼 𝑥 𝑡 + 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 , 
𝑧 𝑡 = 𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  + 𝛾𝑦 𝑡 − 𝜇2𝑧 𝑡 + 𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  .                                            
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𝐸 =  𝑆 , 𝐼 , 𝑅   adalah titik ekuilibrium Sistem (3.11) maka 𝑓1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  =
𝑓2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  = 𝑓3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  = 𝑔1 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  = 𝑔2 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  = 𝑔3 𝑆 , 𝐼 , 𝑅  = 0, sehingga 
diperoleh 
𝑥 𝑡 =  𝑟 − 2𝑟𝑆  𝑥 𝑡 − 𝐼 𝑥 𝑡 − 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 ,
𝑦 𝑡 = 𝐼 𝑥 𝑡 −  𝜇1 + 𝛾 𝑦 𝑡 + 𝑆 𝑦 𝑡 − 𝜏 ,   
𝑧 𝑡 = 𝛾𝑦 𝑡 − 𝜇2𝑧 𝑡 .                                      
                                             (3.20) 
Misalkan solusi dari Sistem (3.20) adalah 
𝑥 𝑡 = 𝑙𝑒𝜆𝑡 , 𝑦 𝑡 = 𝑚𝑒𝜆𝑡 , dan 𝑧 𝑡 = 𝑛𝑒𝜆𝑡 .                                              (3.21)          
Substitusikan Persamaan (3.21) ke (3.20) sehingga diperoleh        
𝑙𝜆𝑒𝜆𝑡 =  𝑟 − 2𝑟𝑆  𝑙𝑒𝜆𝑡 − 𝐼 𝑙𝑒𝜆𝑡 − 𝑆 𝑚𝑒𝜆 𝑡−𝜏 ,
𝑚𝜆𝑒𝜆𝑡 = 𝐼 𝑙𝑒𝜆𝑡 −  𝜇1 + 𝛾 𝑚𝑒
𝜆𝑡 + 𝑆 𝑚𝑒𝜆 𝑡−𝜏 ,   
𝑛𝜆𝑒𝜆𝑡 = 𝛾𝑚𝑒𝜆𝑡 − 𝜇2𝑛𝑒
𝜆𝑡 .                                     
                                        (3.22) 
Sistem (3.22) dibagi dengan 𝑒𝜆𝑡  sehingga menjadi 
𝑙𝜆 =  𝑟 − 2𝑟𝑆  𝑙 − 𝐼 𝑙 − 𝑆 𝑚𝑒−𝜆𝜏 ,
𝑚𝜆 = 𝐼 𝑙 −  𝜇1 + 𝛾 𝑚 + 𝑆 𝑚𝑒
−𝜆𝜏 ,   
𝑛𝜆 = 𝛾𝑚 − 𝜇2𝑛.                                 
                                                            (3.23) 
Sistem (3.23) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 
 
𝑙𝜆
𝑚𝜆
𝑛𝜆
 =  
𝑟 − 2𝑟𝑆 − 𝐼 −𝑆 𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼 𝑆 𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 0
0 𝛾 −𝜇2
  
𝑙
𝑚
𝑛
 .                               (3.24) 
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 
det   
𝑟 − 2𝑟𝑆 − 𝐼 −𝑆 𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼 𝑆 𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 0
0 𝛾 −𝜇2
 − 𝜆  
1 0 0
0 1 0
0 0 1
  = 0 
⟺ det   
𝑟 − 2𝑟𝑆 − 𝐼 −𝑆 𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼 𝑆 𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 0
0 𝛾 −𝜇2
 −  
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆
  = 0, 
52 
 
⟺ det   
𝑟 − 2𝑟𝑆 − 𝐼 − 𝜆 −𝑆 𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼 𝑆 𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 − 𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2 − 𝜆
  = 0, 
⟺  
𝑟 − 2𝑟𝑆 − 𝐼 − 𝜆 −𝑆 𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼 𝑆 𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 − 𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2 − 𝜆
 = 0.                   3.25  
Kestabilan Sistem (3.11) disekitar titik ekuilibriumnya disajikan dalam 
Lemma 3.2, Lemma 3.3, Lemma 3.4, dan Lemma 3.5. 
Lemma 3.2 
Titik ekuilibrium 𝐸0 =  0, 0, 0  dari Sistem (3.11) bersifat tidak stabil. 
Bukti: 
Akan dicari kestabilan dari titik ekuilibrium 𝐸0 =  0, 0, 0 . Berdasarkan 
Persamaan (3.25) maka diperoleh persamaan karakteristik dari linearisasi 
Sistem (3.11) pada  𝐸0 yaitu 
 
𝑟 − 𝜆 0 0
0 −𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2 − 𝜆
 = 0 
⟺  𝑟 − 𝜆  −𝜇1 − 𝛾 − 𝜆  −𝜇2 − 𝜆 = 0. 
Jadi diperoleh nilai-nilai eigen sebagai berikut 𝜆1 = 𝑟, 𝜆2 = −𝜇1 − 𝛾, dan 
𝜆3 = −𝜇2 . Berdasarkan Teorema 2.2, karena ada 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 maka titik 
ekuilibrium 𝐸0 =  0,0,0  tidak stabil.  
Lemma 3.3 
Jika ℛ0 < 1 maka kestabilan titik ekuilibrium 𝐸1 =  1, 0, 0  dari Sistem (3.11) 
adalah stabil asimtotik. 
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Bukti: 
Akan dicari kestabilan dari titik ekuilibrium 𝐸1 =  1, 0, 0 . Berdasarkan 
Persamaan (3.25) maka diperoleh persamaan karakteristik dari linearisasi 
Sistem (3.11) pada  𝐸1 yaitu 
 
−𝑟 − 𝜆 −𝑒−𝜆𝜏 0
0 𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2 − 𝜆
 = 0 
⟺  −𝑟 − 𝜆  𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆  −𝜇2 − 𝜆 = 0. 
Jadi diperoleh nilai-nilai eigen sebagai berikut 
𝜆1 = −𝑟 < 0, 
𝜆2 = −𝜇2 < 0,  
dan akar dari persamaan  
                                             𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 = 0.                                           (3.26) 
Jika ℛ0 < 1 maka 
1
𝜇1 + 𝛾
< 1 
⟺ 𝜇1 + 𝛾 > 1. 
Berdasarkan Kar, akan ditunjukkan bahwa saat 𝜏 = 0 maka semua nilai eigen 
memiliki bagian real negatif. Saat 𝜏 = 0 maka Persamaan (3.26) menjadi 
1 −  𝜇1 + 𝛾 − 𝜆 = 0 
⟺ 𝜆 = 1 −  𝜇1 + 𝛾 < 0. 
Sehingga ketika 𝜏 = 0, semua nilai eigen memiliki bagian real negatif. 
Berdasarkan Kar, akan ditunjukkan bahwa saat 𝜏 > 0 tidak ada nilai eigen 
imajiner murni. Andaikan saat 𝜏 > 0, persamaan karakteristik dari linearisasi 
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Sistem (3.11) pada 𝐸1 memiliki nilai eigen imajiner murni yaitu 𝜆 = 𝑖𝜔. 
Substitusikan 𝜆 = 𝑖𝜔 ke Persamaan (3.26) sehingga diperoleh 
𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 = 0 
⟺ 𝑒−𝑖𝜔𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝑖𝜔 = 0, 
⟺  cos 𝜔𝜏 − 𝑖 sin 𝜔𝜏  − 𝜇1 − 𝛾 − 𝑖𝜔 = 0, 
⟺  −𝜇1 − 𝛾 + cos 𝜔𝜏 + 𝑖 − sin 𝜔𝜏 − 𝜔 = 0, 
sehingga diperoleh 
−𝜇1 − 𝛾 + cos 𝜔𝜏 = 0  
⟺ −𝜇1 − 𝛾 = −cos 𝜔𝜏,                                                     (3.27) 
dan   
− sin 𝜔𝜏 − 𝜔 = 0  
⟺ −𝜔 = sin 𝜔𝜏.                                                      (3.28) 
Selanjutnya Persamaan (3.27) dan (3.28) dikuadratkan sehingga diperoleh 
 𝜇1 + 𝛾 
2 = cos2 𝜔𝜏 , dan                                                                  (3.29) 
𝜔2 = sin2 𝜔𝜏.                                                                                          (3.30) 
Lalu Persamaan (3.29) dan (3.30) dijumlahkan sehingga diperoleh  
𝜔2 +  𝜇1 + 𝛾 
2 = 1, 
karena 𝜇1 + 𝛾 > 1 maka 𝜔
2 < 0. Sehingga tidak ada bilangan real 𝜔 yang 
memenuhi Persamaan (3.26). Dengan demikian, persamaan karakteristik dari 
linearisasi Sistem (3.11) pada 𝐸1 tidak memilki nilai eigen imajiner murni saat 
𝜏 > 0. Jadi berdasarkan Kar, titik ekuilibrium 𝐸1 =  1, 0, 0  stabil asimtotik 
saat 𝜏 ≥ 0. 
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Lemma 3.4 
Jika ℛ0 > 1 maka titik ekuilibrium 𝐸1 =  1,0,0  dari Sistem (3.11) tidak 
stabil. 
Bukti: 
Jika ℛ0 > 1 maka  
1
𝜇1 + 𝛾
> 1 
⟺ 𝜇1 + 𝛾 < 1. 
Andaikan semua nilai eigen dari persamaan karakteristik hasil linearisasi 
Sistem (3.11) pada 𝐸1 memiliki bagian real negatif. Selanjutnya dimisalkan 
−
1
𝜏
< 𝜆 < 0  maka Persamaan (3.26) menjadi sebagai berikut: 
𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 = 0 
⟺ 𝜆 = − 𝜇1 + 𝛾 + 𝑒
−𝜆𝜏 , 
karena 𝜇1 + 𝛾 < 1 dan 𝑒
−𝜆𝜏 > 1 maka 𝜆 > 0. Sehingga kontradiksi dengan 
𝜆 < 0 maka yang benar adalah 𝜆 > 0.  
Jadi ketika ℛ0 > 1 ada nilai eigen yang memiliki 𝑅𝑒 𝜆𝑖 > 0 maka 
berdasarkan Teorema 2.2, titik ekuilibrium 𝐸1 =  1, 0, 0  tidak stabil. 
Lemma 3.5 
Titik ekuilibrium 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  dari Sistem (3.11) dengan 𝑆∗ = 𝜇1 +
𝛾, 𝐼∗ = 𝑟 1 −  𝜇1 + 𝛾  , dan 𝑅
∗ =
𝛾
𝜇2
𝐼∗, 
1. jika 1 < ℛ0 ≤ 3 maka stabil asimtotik, 
2. jika ℛ0 > 3 maka titik ekuilibrium 𝐸+ mengalami bifurkasi Hopf pada saat 
𝜏 = 𝜏𝑛 , 𝑛 = 0,1,2, …. 
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Bukti: 
Akan dicari kestabilan dari titik ekuilibrium 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  . Berdasarkan 
Persamaan (3.25) maka diperoleh persamaan karakteristik dari linearisasi 
Sistem (3.11) pada  𝐸+ yaitu 
 
−𝐼∗ + 𝑟 − 2𝑟𝑆∗ − 𝜆 −𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 0
𝐼∗ 𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2 − 𝜆
 = 0  
⟺  −𝐼∗ + 𝑟 − 2𝑟𝑆∗ − 𝜆  𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 − 𝜇1 − 𝛾 − 𝜆  −𝜇2 − 𝜆 −  −𝜇2 − 𝜆  
      𝐼∗ −𝑆∗𝑒−𝜆𝜏  = 0,  
⟺  −𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆𝜏 +  𝜇1 + 𝛾 𝐼
∗ + 𝐼∗𝜆 + 𝑟𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 −  𝜇1 + 𝛾 𝑟 − 𝑟𝜆 −  
      2𝑟𝑆∗2𝑒−𝜆𝜏 + 2𝑟 𝜇1 + 𝛾 𝑆
∗ + 2𝑟𝑆∗𝜆 − 𝜆𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 +  𝜇1 + 𝛾 𝜆 +  𝜆
2 
      +𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆𝜏  −𝜇2 − 𝜆 = 0, 
⟺  𝜆2 +  𝐼∗ − 𝑟 + 2𝑟𝑆∗ − 𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 +  𝜇1 + 𝛾  𝜆 +   𝜇1 + 𝛾 − 𝑆
∗𝑒−𝜆𝜏  
        𝐼∗ − 𝑟 + 2𝑟𝑆∗ + 𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆𝜏   −𝜇2 − 𝜆 = 0. 
Jadi diperoleh nilai-nilai eigen sebagai berikut 
𝜆1 = −𝜇2 < 0,   
dan akar persamaan  
𝜆2 +  𝐼∗ − 𝑟 + 2𝑟𝑆∗ − 𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 +  𝜇1 + 𝛾  𝜆 +   𝜇1 + 𝛾 −  𝑆
∗𝑒−𝜆𝜏   
 𝐼∗ − 𝑟 + 2𝑟𝑆∗ + 𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆𝜏 = 0,                                                                (3.31) 
karena  
𝐼∗ + 𝑟𝑆∗ = 𝑟 1 −  𝜇1 + 𝛾  + 𝑟 𝜇1 + 𝛾  
                     = 𝑟 𝜇1 + 𝛾  ℛ0 − 1 + 𝑟 𝜇1 + 𝛾  
     = 𝑟 𝜇1 + 𝛾  ℛ0 − 1 + 1  
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 = 𝑟 𝜇1 + 𝛾 
1
𝜇1 + 𝛾
= 𝑟, 
maka Persamaan (3.31) menjadi 
𝜆2 +   𝜇1 + 𝛾 − 𝑆
∗𝑒−𝜆𝜏 + 𝑟𝑆∗ 𝜆 +   𝜇1 + 𝛾 −  𝑆
∗𝑒−𝜆𝜏  𝑟𝑆∗ + 𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆𝜏 = 0  
⟺ 𝜆2 +   𝜇1 + 𝛾 + 𝑟𝑆
∗ 𝜆 +  𝜇1 + 𝛾 𝑟𝑆
∗ + 𝑒−𝜆𝜏  − 𝑆∗𝜆 − 𝑟𝑆∗2 +   
       𝑆∗𝐼∗ = 0, 
⟺ 𝜆2 +   𝜇1 + 𝛾 + 𝑟𝑆
∗ 𝜆 +  𝜇1 + 𝛾 𝑟𝑆
∗ = 𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ ,  
⟺ 𝜆2 +  𝑆∗ + 𝑟𝑆∗ 𝜆 + 𝑟𝑆∗2 = 𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ ,  
⟺ 𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 = 𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ .                        (3.32) 
Berdasarkan Kar, akan ditunjukkan bahwa saat 𝜏 = 0 maka semua nilai eigen 
memiliki bagian real negatif. Saat 𝜏 = 0 maka Persamaan (3.32) menjadi 
 𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 =  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
⟺ 𝜆2 + 𝑟𝑆∗𝜆 + 𝑆∗𝐼∗ = 0.                    (3.33) 
Akar dari Persamaan (3.33) adalah 
𝜆2,3 =
−𝑟𝑆∗ ±  𝑟2𝑆∗2 − 4𝑆∗𝐼∗
2
 
        =
−𝑟𝑆∗ ±  𝑆∗ 𝑟2𝑆∗ − 4𝐼∗ 
2
 
        =
−𝑟 𝜇1 + 𝛾 ±   𝜇1 + 𝛾  𝑟2 𝜇1 + 𝛾 − 4𝑟 1 − 𝜇1 − 𝛾  
2
 
        =
−𝑟 𝜇1 + 𝛾 ±   𝜇1 + 𝛾 𝑟 𝑟 𝜇1 + 𝛾 + 4 𝜇1 + 𝛾 − 4 
2
, 
sehingga semua akar dari Persamaan (3.33) memiliki bagian real negatif. Jadi 
titik ekuilibrium 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗   stabil asimtotik saat 𝜏 = 0. 
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Berdasarkan Kar, akan ditunjukkan bahwa saat 𝜏 > 0 tidak ada nilai 
eigen imajiner murni. Andaikan saat 𝜏 > 0, persamaan karakteristik dari 
linearisasi Sistem (3.11) pada 𝐸+ memiliki nilai eigen imajiner murni yaitu 
𝜆 = 𝑖𝜔 𝜔 > 0 . Substitusikan 𝜆 = 𝑖𝜔 𝜔 > 0  ke Persamaan (3.32) yaitu 
sebagai berikut: 
𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 = 𝑒−𝜆𝜏   𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗   
⟺  𝑖𝜔 2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝑖𝜔 + 𝑟𝑆∗2 = 𝑒−𝑖𝜔𝜏   𝑆∗𝑖𝜔 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ ,  
⟺ −𝜔2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝑖𝜔 + 𝑟𝑆∗2 =  cos 𝜔𝜏 − 𝑖 sin 𝜔𝜏   𝑆∗𝑖𝜔 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ ,  
⟺  −𝜔2 + 𝑟𝑆∗2 + 𝑖𝜔 1 + 𝑟 𝑆∗ =   𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔𝜏 + 𝜔 𝑆∗ sin 𝜔𝜏 +
      𝑖 𝜔 𝑆∗ cos 𝜔𝜏 −  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔𝜏 ,  
sehingga diperoleh 
−𝜔2 + 𝑟𝑆∗2 =  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔𝜏 + 𝜔 𝑆∗ sin 𝜔𝜏 ,                                   (3.34) 
dan  
𝜔 1 + 𝑟 𝑆∗ = 𝜔 𝑆∗ cos 𝜔𝜏 −  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔𝜏 .                                    (3.35) 
Selanjutnya Persamaan (3.34) dan (3.35) dikuadratkan sehingga diperoleh 
𝜔4 − 2𝑟𝜔2𝑆∗2 + 𝑟2𝑆∗4 =  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
cos2 𝜔𝜏 +  2 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 𝜔 𝑆∗ 
                                                 sin 𝜔𝜏 cos 𝜔𝜏 + 𝜔2  𝑆∗2 sin2 𝜔𝜏,                (3.36) 
dan  
𝜔2 1 + 𝑟 2𝑆∗2 = 𝜔2  𝑆∗2 cos2 𝜔𝜏 − 2𝜔 𝑆∗ 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔𝜏 cos 𝜔𝜏 +  
                 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
sin2 𝜔𝜏.                                                  (3.37) 
Lalu Persamaan (3.36) dan (3.37) dijumlahkan sehingga diperoleh 
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𝜔4 − 2𝑟𝜔2𝑆∗2 + 𝑟2𝑆∗4 + 𝜔2 1 + 𝑟 2𝑆∗2 =  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝜔2  𝑆∗2  
⟺ 𝜔4 − 2𝑟𝜔2𝑆∗2 + 𝑟2𝑆∗4 + 𝜔2𝑆∗2 + 2𝑟𝜔2𝑆∗2 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 = 𝑟2𝑆∗4 −
       2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝜔2  𝑆∗2, 
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝑆∗2𝐼∗2 = 0,  
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗  2 −
1
𝑟𝑆∗
𝐼∗ = 0,  
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗  
2𝑟𝑆∗−𝐼∗
𝑟𝑆∗
 = 0, 
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗  
2𝑟𝑆∗+𝑟𝑆∗−𝑟
𝑟𝑆∗
 = 0,  
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗  3 −
1
𝑆∗
 = 0,  
⟺ 𝜔4 + 𝜔2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗ 3 − ℛ0 = 0.                                                 (3.38)  
1. Akar Persamaan (3.38) adalah sebagai berikut: 
𝜔1,2
2 =
−𝑟2𝑆∗2 ±   𝑟2𝑆∗2 
2
− 4𝑟𝑆∗3𝐼∗ 3 − ℛ0 
2
.                                   3.39  
Jika 1 < ℛ0 ≤ 3 maka diperoleh 𝜔1,2
2 ≤ 0 sehingga tidak ada bilangan real 
𝜔 > 0 yang memenuhi Persamaan (3.38). Dengan demikian, persamaan 
karakteristik dari linearisasi Sistem (3.11) pada 𝐸+ tidak memilki nilai eigen 
imajiner murni saat 𝜏 > 0. Jadi berdasarkan Kar, titik ekuilibrium 𝐸+ =
 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗  stabil asimtotik saat 𝜏 ≥ 0. 
2.  Jika ℛ0 > 3, maka terdapat bilangan real 𝜔0 yang memenuhi Persamaan 
(3.38). Sehingga Persamaan (3.38) memiliki sepasang akar imajiner murni 
±𝑖𝜔0. Berdasarkan Persamaan (3.34) dan (3.35) dapat diperoleh 𝜏𝑛 . 
Substitusikan 𝜔0 ke Persamaan (3.34) sehingga diperoleh 
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−𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 =  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏 + 𝜔0  𝑆
∗ sin 𝜔0𝜏 
⟺ sin 𝜔0𝜏 =
−𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 −  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏
𝜔0  𝑆∗
,                           (3.40) 
selanjutnya substitusikan 𝜔0 ke Persamaan (3.35) sehingga diperoleh 
𝜔0 1 + 𝑟 𝑆
∗ = 𝜔0  𝑆
∗ cos 𝜔0𝜏 −  𝑟𝑆
∗2 − 𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔0𝜏 .                       (3.41) 
Substitusikan Persamaan (3.40) ke (3.41) maka diperoleh 
𝜔0 1 + 𝑟 𝑆
∗ = 𝜔0  𝑆
∗ cos 𝜔0𝜏 −  𝑟𝑆
∗2 − 𝑆∗𝐼∗  
                             
−𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 −  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏
𝜔0  𝑆∗
  
⟺ 𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 = 𝜔0
2 𝑆∗2 cos 𝜔0𝜏 −  𝑟𝑆
∗2 − 𝑆∗𝐼∗  
                                     −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 −  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏 , 
⟺ 𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 = 𝜔0
2 𝑆∗2 cos 𝜔0𝜏 −  𝑟𝑆
∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2  
                                   + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
cos 𝜔0𝜏, 
⟺ 𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 = cos 𝜔0𝜏  𝜔0
2 𝑆∗2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
 − 
                                       𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 , 
⟺ cos 𝜔0𝜏 =
𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 
𝜔02 𝑆∗
2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2 , 
⟺ 𝜔0𝜏 = arc cos
𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 
𝜔02  𝑆∗
2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2 , 
maka  
𝜔0𝜏𝑛 = arc cos
𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 
𝜔02 𝑆∗
2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2 + 2𝑛𝜋, 
dengan  𝑛 = 0,1,2, … 
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sehingga 
𝜏𝑛 =
1
𝜔0
arccos
𝜔0
2 1 + 𝑟 𝑆∗2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  −𝜔0
2 + 𝑟𝑆∗2 
𝜔02  𝑆∗
2 +  𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2 +
2𝑛𝜋
𝜔0
,  
𝑛 = 0,1,2,3, …. 
Selanjutnya akan diselidiki bahwa titik ekuilibrium 𝐸+ memenuhi 
kondisi transversal. Akan diturunkan Persamaan (3.32) terhadap 𝜏 sehingga 
diperoleh 
 2𝜆 +  1 + 𝑟 𝑆∗ 
𝑑𝜆
𝑑𝜏
=  −𝜏𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ + 𝑒−𝜆𝜏𝑆∗ 
𝑑𝜆
𝑑𝜏
− 
                                            𝜆𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗  
⟺
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 2𝜆 +  1 + 𝑟 𝑆∗ + 𝜏𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝑒−𝜆𝜏𝑆∗  
      = − 𝜆𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ , 
⟺
𝑑𝜆
𝑑𝜏
=
− 𝜆𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2𝜆 +  1 + 𝑟 𝑆∗ + 𝜏𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
2𝜆 +  1 + 𝑟 𝑆∗ + 𝜏𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝑒−𝜆𝜏𝑆∗
− 𝜆𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
2𝜆 +  1 + 𝑟 𝑆∗
− 𝜆𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
 
                      +
𝑆∗
𝜆 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
2𝜆2 +  1 + 𝑟 𝜆𝑆∗
− 𝜆2𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
+ 
                             
𝜆𝑆∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
.                                             (3.42) 
Berdasarkan Persamaan (3.32) maka diperoleh 
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 𝑆∗𝜆 =
𝑒−𝜆𝜏   𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
1 + 𝑟
,                                       (3.43) 
selanjutnya substitusikan Persamaan (3.43) ke (3.42) sehingga diperoleh 
 
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
2𝜆2 +  1 + 𝑟 
𝑒−𝜆𝜏   𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
1 + 𝑟
− 𝜆2𝑒−𝜆𝜏  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 
                  +
𝜆𝑆∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝜆2 + 𝑒−𝜆𝜏   𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝑟𝑆∗2
− 𝜆2𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 
                        +
𝜆𝑆∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
− 𝜆2𝑒−𝜆𝜏 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 
                         +
𝜆𝑆∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
.                                             (3.44) 
Berdasarkan Persamaan (3.32) maka diperoleh  
𝑒−𝜆𝜏 =
𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2
 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗
,                                                                   3.45  
selanjutnya substitusikan Persamaan (3.45) ke (3.44) maka 
 
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
− 𝜆2  
𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2
 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗
  𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 
                    −
 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ − 𝜆𝑆∗
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
− 𝜆2 𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 
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                         +
− 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−
𝜏
𝜆
.                                              3.46  
Selanjutnya akan dicari  
𝑑𝑅𝑒  𝜆 𝜏  
𝑑𝜏
 
𝜆=𝑖𝜔0
. Sebelumnya diketahui bahwa 
𝑑𝜆
𝑑𝜏
=
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
+ 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
 
⟺
𝑑𝜆
𝑑𝜏
=
 
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏 + 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏   
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏 − 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏  
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏 − 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
, 
⟺
𝑑𝜆
𝑑𝜏
=   
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
 
2
+  
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
 
2
  
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
− 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
 
−1
, 
⟺  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏 − 𝑖
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
 
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏  
2
+  
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏  
2, 
⟺ 𝑅𝑒  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
=
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
 
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏  
2
+  
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏  
2 , 
⟺ 𝑅𝑒  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
  
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
 
2
+  
𝑑𝐼𝑚 𝜆 
𝑑𝜏
 
2
 =
𝑑𝑅𝑒 𝜆 
𝑑𝜏
. 
Sehingga untuk menunjukkan bahwa 
𝑑𝑅𝑒  𝜆 
𝑑𝜏
≠ 0 maka harus ditunjukkan 
bahwa  𝑅𝑒  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
≠ 0 yaitu sebagai berikut: 
 𝑅𝑒  
𝑑𝜆
𝑑𝜏
 
−1
 
𝜆=𝑖𝜔0
 
= 𝑅𝑒  
𝜆2 − 𝑟𝑆∗2
− 𝜆2 𝜆2 +  1 + 𝑟 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 
 
𝜆=𝑖𝜔0
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   +𝑅𝑒  
− 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
𝜆2 𝑆∗𝜆 + 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 
𝜆=𝑖𝜔0
 
 = 𝑅𝑒  
 𝑖𝜔0 
2 − 𝑟𝑆∗2
−  𝑖𝜔0 2  𝑖𝜔0 2 +  1 + 𝑟 𝑆∗ 𝑖𝜔0 + 𝑟𝑆∗
2 
  
  +𝑅𝑒  
− 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
 𝑖𝜔0 2 𝑆∗ 𝑖𝜔0 + 𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
  
= 𝑅𝑒  
−𝜔0
2 − 𝑟𝑆∗2
 𝜔02 −𝜔02 +  1 + 𝑟 𝑆∗ 𝑖𝜔0 + 𝑟𝑆∗
2 
  
  +𝑅𝑒  
− 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−𝜔02 𝑆∗ 𝑖𝜔0 + 𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
  
=  𝑅𝑒   
−𝜔0
2 − 𝑟𝑆∗2
 −𝜔04 + 𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑖 1 + 𝑟 𝑆∗𝜔03
  
−𝜔0
4 + 𝑟𝑆∗2𝜔0
2 − 𝑖 1 + 𝑟 𝑆∗𝜔0
3
−𝜔04 + 𝑟𝑆∗
2𝜔02 − 𝑖 1 + 𝑟 𝑆∗𝜔03
   
  +𝑅𝑒   
− 𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
−𝑟𝑆∗2𝜔02 + 𝑆∗𝐼∗𝜔02 − 𝑖𝑆∗𝜔03
  
−𝑟𝑆∗2𝜔0
2 + 𝑆∗𝐼∗𝜔0
2 + 𝑖𝑆∗𝜔0
3
−𝑟𝑆∗2𝜔02 + 𝑆∗𝐼∗𝜔02 + 𝑖𝑆∗𝜔03
   
= 𝑅𝑒  
𝜔0
6 − 𝑟2𝑆∗4𝜔0
2 + 𝑖 1 + 𝑟  𝑆∗𝜔0
5 + 𝑟𝑆∗3𝜔0
3 
 −𝜔04 + 𝑟𝑆∗
2𝜔02 
2
+  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔06
  
 +𝑅𝑒  
𝑟2𝑆∗4𝜔0
2 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗𝜔0
2 + 𝑆∗2𝐼∗2𝜔0
2 + 𝑖 𝑆∗2𝐼∗𝜔0
3 − 𝑟𝑆∗3𝜔0
3 
 −𝑟𝑆∗2𝜔02 + 𝑆∗𝐼∗𝜔02 
2
+  𝑆∗𝜔03 2
  
= 𝑅𝑒  
𝜔0
2  𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4 + 𝑖 1 + 𝑟  𝑆∗𝜔0
3 + 𝑟𝑆∗3𝜔0  
𝜔04 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02 
  
 +𝑅𝑒  
𝜔0
2  𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑖 𝑆∗2𝐼∗𝜔0 − 𝑟𝑆
∗3𝜔0  
𝜔04 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
  
=  
𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02 
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  +
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 − 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ −  𝑟 − 𝐼∗ 𝑆∗2𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 3𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 𝑟𝑆∗3𝐼∗  3 −
1
𝑆∗ + 𝑆
∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
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=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 𝑟𝑆∗3𝐼∗ 3 − ℛ0 + 𝑆
∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 + 𝜔0
4 + 𝜔0
2𝑟2𝑆∗2 + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4  𝑟2𝑆∗4 − 2𝜔0
2𝑟𝑆∗2 + 𝜔0
4 + 𝜔0
2𝑟2𝑆∗2 + 2𝜔0
2𝑟𝑆∗2 + 𝑆∗2𝜔0
2 
𝜔02 𝜔04 − 2𝑟𝑆∗
2𝜔02 + 𝑟2𝑆∗
4 +  1 + 𝑟 2𝑆∗2𝜔02  𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02 𝑟2𝑆∗
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 + 𝑆∗2𝜔02 
 
=
 𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4   𝑟𝑆∗2 − 𝜔0
2 
2
+ 𝜔0
2 1 + 𝑟 2𝑆∗2 
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝜔0
2 
2
+ 𝜔02 1 + 𝑟 2𝑆∗
2   𝑟𝑆∗2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
+
𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
=
𝜔0
4 − 𝑟2𝑆∗4 + 𝑟2𝑆∗4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑆∗2𝐼∗2 − 𝑟𝑆∗2𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
=
𝜔0
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ −  −𝐼 + 𝑟 𝑆∗2𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
=
𝜔0
4 − 2𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
=
𝜔0
4 − 3𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝑟𝑆∗2𝐼∗
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
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=
𝜔0
4 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗  
1
𝑆∗ − 3 
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
 
=
𝜔0
4 + 𝑟𝑆∗3𝐼∗ ℛ0 − 3 
𝜔02   𝑟𝑆∗
2 − 𝑆∗𝐼∗ 
2
+ 𝑆∗2𝜔02 
.                                                              3.47  
Jika ℛ0 > 3 maka  
𝑑𝑅𝑒  𝜆 𝜏  
𝑑𝜏
 
𝜆 =𝑖𝜔0
≠ 0. Jadi berdasarkan Teorema 2.3 maka 
titik ekuilibrium 𝐸+ 𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  mengalami bifurkasi Hopf pada saat 𝜏 = 𝜏𝑛 , 
𝑛 = 0,1,2, …. 
 
E. Bifurkasi Hopf 
Pada sub-bab sebelumnya telah diperoleh, jika ℛ0 > 3 maka terjadi 
bifurkasi Hopf pada titik ekuilibrium endemik 𝐸+ saat 𝜏 = 𝜏𝑛 , 𝑛 = 0,1,2, …. 
Dimisalkan 𝜏 = 𝜏0 + 𝜇, 𝜇 ∈ ℝ. 𝜇 = 0 adalah nilai bifurkasi Hopf. Selanjutnya 
kita akan mencari kestabilan sistem jika 𝜇 < 0 dan 𝜇 > 0. Didefinisikan 
𝑥1 𝑡 = 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗, 𝑥2 𝑡 = 𝐼 𝜏𝑡 − 𝐼
∗, 𝑥3 𝑡 = 𝑅 𝜏𝑡 − 𝑅
∗. Akan diturunkan 
𝑥1 𝑡  terhadap 𝑡 yaitu sebagai berikut: 
𝑥 1 𝑡 = 𝜏𝑆  𝜏𝑡  
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏𝑡 − 𝜏 + 𝑟 1 − 𝑆 𝜏𝑡  𝑆 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  + 𝑟𝑆 𝜏𝑡 − 𝑟𝑆
2 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  +  𝐼
∗ + 𝑟𝑆∗ 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑟𝑆2 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  + 𝐼
∗𝑆 𝜏𝑡 + 𝑟𝑆∗𝑆 𝜏𝑡 − 𝑟𝑆2 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  + 𝐼
∗𝑆 𝜏𝑡 − 𝑟 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆∗ 𝑆 𝜏𝑡  , 
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⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏  −𝑆 𝜏𝑡  𝐼 𝜏 𝑡 − 1  − 𝐼
∗ − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 −𝑆 𝜏𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆 𝜏𝑡 + 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1   
                     −𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 −𝑥2 𝑡 − 1  𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗ − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1  , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 −𝑥2 𝑡 − 1 𝑥1 𝑡 − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1 + 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆
∗ −     
                       𝑟𝑥1 𝑡 𝑆
∗ , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 −𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑟𝑥1 𝑡  𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗ − 𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1   
                      −𝑟𝑥1 𝑡 𝑆
∗ , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 −𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑥1 𝑡 − 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑟𝑥1 𝑡 𝑆
∗ , 
⟺ 𝑥 1 𝑡 = 𝜏 𝑥1 𝑡 + 𝑆
∗  −𝑟𝑥1 𝑡 − 𝑥2 𝑡 − 1  .                                         3.48  
Selanjutnya akan diturunkan 𝑥2 𝑡  terhadap 𝑡 sehingga diperoleh 
𝑥 2 𝑡 = 𝜏𝐼  𝜏𝑡  
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏𝑡 − 𝜏 − 𝜇1𝐼 𝜏𝑡 − 𝛾𝐼 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  −  𝜇1 + 𝛾 𝐼 𝜏𝑡 − 𝑆
∗𝐼∗ + 𝑆∗𝐼∗ , 
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  −  𝜇1 + 𝛾 𝐼 𝜏𝑡 − 𝑆
∗𝐼∗ +  𝜇1 + 𝛾 𝐼
∗ , 
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑆 𝜏𝑡 𝐼 𝜏 𝑡 − 1  −  𝜇1 + 𝛾  𝐼 𝜏𝑡 − 𝐼
∗ − 𝑆∗𝐼∗ + 𝐼∗𝑆 𝜏𝑡   
                       −𝐼∗𝑆 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏  𝑆 𝜏𝑡  𝐼 𝜏 𝑡 − 1  − 𝐼
∗ −  𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 + 𝐼
∗ 𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆∗  , 
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑆 𝜏𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 −  𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 + 𝐼
∗𝑥1 𝑡 + 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1 −  
                      𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 ,  
⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏  𝑆 𝜏𝑡 − 𝑆
∗ 𝑥2 𝑡 − 1 −  𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 + 𝐼
∗𝑥1 𝑡 +  
                       𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1  , 
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⟺ 𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 −  𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 + 𝐼
∗𝑥1 𝑡 +   
                       𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1  ,                                                                                      3.49  
dan akan diturunkan 𝑥3 𝑡  terhadap 𝑡 sehingga diperoleh 
𝑥 3 𝑡 = 𝜏𝑅  𝜏𝑡  
⟺ 𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾𝐼 𝜏𝑡 − 𝜇2𝑅 𝜏𝑡  , 
⟺ 𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾𝐼 𝜏𝑡 − 𝜇2𝑅 𝜏𝑡 + 𝛾𝐼
∗ − 𝛾𝐼∗ , 
⟺ 𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾 𝐼 𝜏𝑡 − 𝐼
∗ − 𝜇2𝑅 𝜏𝑡 + 𝜇2𝑅
∗ , 
⟺ 𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜇2 𝑅 𝜏𝑡 − 𝑅
∗  , 
⟺ 𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜇2𝑥3 𝑡  .                                                                       3.50  
Berdasarkan Persamaan (3.48), (3.49), dan (3.50) maka terbentuk sistem 
𝑥 1 𝑡 = 𝜏 𝑥1 𝑡 + 𝑆
∗  −𝑟𝑥1 𝑡 − 𝑥2 𝑡 − 1  ,                                            
𝑥 2 𝑡 = 𝜏 𝐼
∗𝑥1 𝑡 + 𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 −  𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 + 𝑆
∗𝑥2 𝑡 − 1  ,
𝑥 3 𝑡 = 𝜏 𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜇2𝑥3 𝑡  .                                                                          
   (3.51) 
Sistem (3.51) dapat dinyatakan dalam bentuk berikut: 
 
𝑥 1 𝑡 
𝑥 2 𝑡 
𝑥 3 𝑡 
 =  
−𝜏𝑟𝑆∗𝑥1 𝑡 
𝜏𝐼∗𝑥1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 
𝜏𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑥3 𝑡 
 +  
−𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
0
  
                 +  
−𝜏𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 − 𝜏𝑟𝑥1
2 𝑡 
𝜏𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 − 1 
0
 .                                               (3.52)       
Bagian linear dari Sistem (3.52) adalah sebagai berikut:                                
 
𝑥 1 𝑡 
𝑥 2 𝑡 
𝑥 3 𝑡 
 =  
−𝜏𝑟𝑆∗𝑥1 𝑡 
𝜏𝐼∗𝑥1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 
𝜏𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑥3 𝑡 
 +  
−𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
0
 .              3.53  
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Akan dicari nilai eigen dari Sistem (3.53). Dimisalkan 
 
𝑞1 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 , 𝑥3 𝑡  
𝑞2 𝑥1 𝑡 ,𝑥2 𝑡 , 𝑥3 𝑡  
𝑞3 𝑥1 𝑡 ,𝑥2 𝑡 , 𝑥3 𝑡  
 =  
−𝜏𝑟𝑆∗𝑥1 𝑡 
𝜏𝐼∗𝑥1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑥2 𝑡 
𝜏𝛾𝑥2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑥3 𝑡 
  dan 
 
𝑧1 𝑥1(𝑡), 𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡  
𝑧2 𝑥1 𝑡 ,𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡  
𝑧3 𝑥1 𝑡 ,𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡  
 =  
−𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
𝜏𝑆∗𝑥2 𝑡 − 1 
0
 , 
serta dimisalkan juga  
𝑝1 𝑡 = 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1, 
𝑝2 𝑡 = 𝑥2 𝑡 − 𝑥 2, 
𝑝2 𝑡 − 1 = 𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑥 2, 
𝑝3 𝑡 = 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3. 
Akan dicari deret taylor dari 𝑞1, 𝑞2 , 𝑞3 , 𝑧1 , 𝑧2, dan 𝑧3 disekitar titik ekuilibrium 
 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3  yaitu sebagai berikut: 
𝑞1 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 ,𝑥3 𝑡   
= 𝑞1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑞1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑞1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 
 𝑥2 𝑡 − 𝑥 2  
   +
𝜕𝑞1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑞1  
= 𝑞1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 − 𝜏𝑟𝑆
∗𝑝1 𝑡 + 𝑅𝑞1  
= −𝜏𝑟𝑆∗𝑝1 𝑡 ,                                                                                                         3.54  
 
𝑞2 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 ,𝑥3 𝑡   
= 𝑞2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑞2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑞2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 
 𝑥2 𝑡 − 𝑥 2  
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   +
𝜕𝑞2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑞2  
= 𝑞2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 + 𝜏𝐼
∗𝑝1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑝2 𝑡 + 𝑅𝑞2  
= 𝜏𝐼∗𝑝1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑝2 𝑡 ,                                                                              3.55  
                 
𝑞3 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 ,𝑥3 𝑡            
= 𝑞3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑞3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑞3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 
 𝑥2 𝑡 − 𝑥 2  
    +
𝜕𝑞3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑞3  
= 𝑞3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 + 𝜏𝛾𝑝2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑝3 𝑡 + 𝑅𝑞3  
= 𝜏𝛾𝑝2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑝3 𝑡 ,                                                                                           3.56  
𝑧1 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡   
= 𝑧1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑧1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑧1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 − 1 
 
     𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑥 2 +
𝜕𝑧1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑧1  
= 𝑧1 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 − 𝜏𝑆
∗𝑝2 𝑡 − 1 + 𝑅𝑧1  
= −𝜏𝑆∗𝑝2 𝑡 − 1 ,                                                                                                   3.57  
        
𝑧2 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡   
= 𝑧2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑧2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑧2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 − 1 
 
    𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑥 2 +
𝜕𝑧2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑧2  
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= 𝑧2 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 + 𝜏𝑆
∗𝑝2 𝑡 − 1 + 𝑅𝑧2  
= 𝜏𝑆∗𝑝2 𝑡 − 1 ,                                                                                                       3.58                                                                                              
 
𝑧3 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 − 1 , 𝑥3 𝑡   
= 𝑧3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 +
𝜕𝑧3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥1 𝑡 
 𝑥1 𝑡 − 𝑥 1 +
𝜕𝑧3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥2 𝑡 − 1 
 
    𝑥2 𝑡 − 1 − 𝑥 2 +
𝜕𝑧3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 
𝜕𝑥3 𝑡 
 𝑥3 𝑡 − 𝑥 3 + 𝑅𝑧3  
= 𝑧3 𝑥 1, 𝑥 2, 𝑥 3 + 𝑅𝑧3  
= 0.                                                                                                                             3.59                                                                                                       
Dari Persamaan (3.54), (3.55), (3.56), (3.57), (3.58), dan (3.59) maka diperoleh  
𝑝 1 𝑡 = −𝜏𝑟𝑆
∗𝑝1 𝑡 − 𝜏𝑆
∗𝑝2 𝑡 − 1 ,                           
𝑝 2 𝑡 = 𝜏𝐼
∗𝑝1 𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑝2 𝑡 + 𝜏𝑆
∗𝑝2 𝑡 − 1 ,
𝑝 3 𝑡 = 𝜏𝛾𝑝2 𝑡 − 𝜏𝜇2𝑝3 𝑡 .                                           
                               (3.60) 
Misalkan solusi dari Sistem (3.60) adalah 
𝑝1 𝑡 = 𝑘1𝑒
𝜆𝑡 , 𝑝2 𝑡 = 𝑘2𝑒
𝜆𝑡 , 𝑝3 𝑡 = 𝑘3𝑒
𝜆𝑡 .                                                 3.61  
Substitusikan Persamaan (3.61) ke (3.60) sehingga diperoleh 
𝑘1𝜆𝑒
𝜆𝑡 = −𝜏𝑟𝑆∗𝑘1𝑒
𝜆𝑡 − 𝜏𝑆∗𝑘2𝑒
𝜆 𝑡−1 , 
𝑘2𝜆𝑒
𝜆𝑡 = 𝜏𝐼∗𝑘1𝑒
𝜆𝑡 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑘2𝑒
𝜆𝑡 + 𝜏𝑆∗𝑘2𝑒
𝜆 𝑡−1 ,                             (3.62) 
𝑘3𝜆𝑒
𝜆𝑡 = 𝜏𝛾𝑘2𝑒
𝜆𝑡 − 𝜏𝜇2𝑘3𝑒
𝜆𝑡 . 
 
Sistem (3.62) dibagi dengan 𝑒𝜆𝑡  sehingga diperoleh 
𝑘1𝜆 = −𝜏𝑟𝑆
∗𝑘1 − 𝜏𝑆
∗𝑘2𝑒
−𝜆 , 
𝑘2𝜆 = 𝜏𝐼
∗𝑘1 − 𝜏 𝜇1 + 𝛾 𝑘2 + 𝜏𝑆
∗𝑘2𝑒
−𝜆 ,                                                   (3.63) 
𝑘3𝜆 = 𝜏𝛾𝑘2 − 𝜏𝜇2𝑘3 . 
 
Sistem (3.63) dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut: 
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𝑘1𝜆
𝑘2𝜆
𝑘3𝜆
 = 𝜏  
−𝑟𝑆∗ −𝑆∗𝑒−𝜆 0
𝐼∗ − 𝜇1 + 𝛾 + 𝑆
∗𝑒−𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2
  
𝑘1
𝑘2
𝑘3
  
⟺  
𝑘1𝜆
𝑘2𝜆
𝑘3𝜆
 =  𝜏0 + 𝜇  
−𝑟𝑆∗ −𝑆∗𝑒−𝜆 0
𝐼∗ − 𝜇1 + 𝛾 + 𝑆
∗𝑒−𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2
  
𝑘1
𝑘2
𝑘3
 . 
Jika 𝜇 = 0 maka terdapat nilai eigen imajiner murni 𝜆 = ±𝑖𝜔0𝜏0, hal tersebut 
ditunjukkan sebagai berikut: 
 
𝑘1𝜆
𝑘2𝜆
𝑘3𝜆
 = 𝜏0  
−𝑟𝑆∗ −𝑆∗𝑒−𝜆 0
𝐼∗ − 𝜇1 + 𝛾 + 𝑆
∗𝑒−𝜆 0
0 𝛾 −𝜇2
  
𝑘1
𝑘2
𝑘3
 . 
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik berikut: 
 
−𝜏0𝑟𝑆
∗ − 𝜆 −𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 0
𝜏0𝐼
∗ −𝜏0 𝜇1 + 𝛾 + 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 − 𝜆 0
0 𝜏0𝛾 −𝜏0𝜇2 − 𝜆
 = 0 
⟺  −𝜏0𝑟𝑆
∗ − 𝜆  −𝜏0 𝜇1 + 𝛾 + 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 − 𝜆  −𝜏0𝜇2 − 𝜆  
      − −𝜏0𝜇2 − 𝜆  𝜏0𝐼
∗  −𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 = 0, 
⟺  −𝜏0𝜇2 − 𝜆  𝜆
2 +  𝜏0𝑟𝑆
∗ + 𝜏0 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 𝜆 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾   
          − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2𝑒−𝜆 + 𝜏0
2𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆 = 0.                                                                3.64  
Dari Persamaan (3.64) maka diperoleh nilai eigen sebagai berikut 𝜆 = −𝜏0𝜇2  
dan akar persamaan 
𝜆2 +  𝜏0𝑟𝑆
∗ + 𝜏0 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 𝜆 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2𝑒−𝜆  
+𝜏0
2𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆 = 0.                                                                                                     3.65  
Misal akar dari Persamaan (3.65) adalah 𝜆 = 𝑖𝜔0𝜏0. Selanjutnya akan 
disubstitusikan 𝜆 = 𝑖𝜔0𝜏0 ke Persamaan (3.65) sehingga diperoleh 
𝜆2 +  𝜏0𝑟𝑆
∗ + 𝜏0 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝜆 𝜆 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2𝑒−𝜆  
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+𝜏0
2𝑆∗𝐼∗𝑒−𝜆 = 0 
⟺  𝑖𝜔0𝜏0 
2 +  𝜏0𝑟𝑆
∗ + 𝜏0 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0𝑆
∗𝑒−𝑖𝜔0𝜏0 𝑖𝜔0𝜏0 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 +  𝛾  
      −𝜏0
2𝑟𝑆∗2𝑒−𝑖𝜔0𝜏0 + 𝜏0
2𝑆∗𝐼∗𝑒−𝑖𝜔0𝜏0 = 0, 
⟺ −𝜔0
2𝜏0
2 + 𝑖𝜔0𝜏0
2𝑟𝑆∗ + 𝑖𝜔0𝜏0
2 𝜇1 + 𝛾 − 𝑖𝜔0𝜏0
2𝑆∗ cos 𝜔0𝜏0 − 𝑖 sin 𝜔0𝜏0  
     +𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2 cos 𝜔0𝜏0 − 𝑖 sin 𝜔0𝜏0 + 𝜏0
2𝑆∗𝐼∗ 
      cos 𝜔0𝜏0 −  𝑖 sin 𝜔0𝜏0 = 0,  
⟺  −𝜔0
2𝜏0
2 − 𝜔0𝜏0
2𝑆∗ sin 𝜔0𝜏0 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2 cos 𝜔0𝜏0 +   
       𝜏0
2𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏0 + 𝑖 𝜔0𝜏0
2𝑟𝑆∗ + 𝜔0𝜏0
2 𝜇1 + 𝛾 − 𝜔0𝜏0
2𝑆∗ cos 𝜔0𝜏0 +  
       𝜏0
2𝑟𝑆∗2 sin 𝜔0𝜏0 − 𝜏0
2𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔0𝜏0 = 0, 
maka diperoleh 
−𝜔0
2𝜏0
2 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 = 𝜔0𝜏0
2𝑆∗ sin 𝜔0𝜏0 + 𝜏0
2𝑟𝑆∗2 cos 𝜔0𝜏0 
                                                   −𝜏0
2𝑆∗𝐼∗ cos 𝜔0𝜏0,                                              (3.66) 
dan 
𝜔0𝜏0
2𝑟𝑆∗ + 𝜔0𝜏0
2 𝜇1 + 𝛾 = 𝜔0𝜏0
2𝑆∗ cos 𝜔0𝜏0 − 𝜏0
2𝑟𝑆∗2 sin 𝜔0𝜏0 
                                                     +𝜏0
2𝑆∗𝐼∗ sin 𝜔0𝜏0 .                                         (3.67)                                   
Selanjutnya kuadratkan Persamaan (3.66) dan (3.67) maka diperoleh 
𝜔0
4𝜏0
4 − 2𝜔0
2𝜏0
4𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 + 𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 𝜇1 + 𝛾 
2 = 𝜔0
2𝜏0
4𝑆∗2𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝜏0 + 
2𝜔0𝜏0
4𝑟𝑆∗3 sin 𝜔0𝜏0 cos 𝜔0𝜏0 − 2𝜔0𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗ sin 𝜔0𝜏0 cos 𝜔0𝜏0 + 
𝜏0
4𝑟2𝑆∗4𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝜏0 − 2𝜏0
4𝑟𝑆∗3𝐼∗𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝜏0 + 𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗2𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝜏0 ,              (3.68) 
dan 
𝜔0
2𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 + 2𝜔0
2𝜏0
4𝑟𝑆∗ 𝜇1 + 𝛾 + 𝜔0
2𝜏0
4 𝜇1 + 𝛾 
2 = 𝜔0
2𝜏0
4𝑆∗2𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝜏0 − 
2𝜔0𝜏0
4𝑟𝑆∗3 sin 𝜔0𝜏0 cos 𝜔0𝜏0 + 2𝜔0𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗ sin 𝜔0𝜏0 cos 𝜔0𝜏0 + 
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𝜏0
4𝑟2𝑆∗4𝑠𝑖𝑛2𝜔0𝜏0 − 2𝜏0
4𝑟𝑆∗3𝐼∗𝑠𝑖𝑛2𝜔0𝜏0 + 𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗2𝑠𝑖𝑛2𝜔0𝜏0 .               (3.69) 
Lalu Persamaan (3.68) dan (3.69) dijumlahkan sehingga diperoleh 
𝜔0
4𝜏0
4 +  𝜔0
2𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 + 𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 𝜇1 + 𝛾 
2 + 𝜔0
2𝜏0
4 𝜇1 + 𝛾 
2 
= 𝜔0
2𝜏0
4𝑆∗2 + 𝜏0
4𝑟2𝑆∗4 − 2𝜏0
4𝑟𝑆∗3𝐼∗ + 𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗2 
⟺ 𝜔0
4𝜏0
4 +  𝜔0
2𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 + 𝜏0
4𝑟2𝑆∗2 𝜇1 + 𝛾 
2 + 𝜔0
2𝜏0
4 𝜇1 + 𝛾 
2 − 𝜔0
2𝜏0
4𝑆∗2 
     −𝜏0
4𝑟2𝑆∗4 + 2𝜏0
4𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝜏0
4𝑆∗2𝐼∗2 = 0, 
⟺ 𝜏0
4 𝜔0
4 +  𝜔0
2𝑟2𝑆∗2 + 𝑟2𝑆∗2 𝜇1 + 𝛾 
2 + 𝜔0
2 𝜇1 + 𝛾 
2 − 𝜔0
2𝑆∗2 − 𝑟2𝑆∗4   
      +2𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝑆∗2𝐼∗2 = 0, 
⟺ 𝜔0
4 +  𝜔0
2 𝑟2𝑆∗2 +  𝜇1 + 𝛾 
2 − 𝑆∗2 + 𝑟2𝑆∗2 𝜇1 + 𝛾 
2 − 𝑟2𝑆∗4 
     +2𝑟𝑆∗3𝐼∗ − 𝑆∗2𝐼∗2 = 0, 
⟺ 𝜔0
2
1,2
=
− 𝑟2𝑆∗
2
+ 𝜇1+𝛾 
2−𝑆∗
2
 ±  𝑟2𝑆∗2+ 𝜇1+𝛾 
2−𝑆∗2 
2
−4 𝑟2𝑆∗2 𝜇1+𝛾 
2−𝑟2𝑆∗4+2𝑟𝑆∗3𝐼∗−𝑆∗2𝐼∗2 
2
,   
sehingga terdapat bilangan real 𝜔0 yang memenuhi Persamaan (3.65). Jadi 
±𝑖𝜔0𝜏0 adalah akar Persamaan (3.65). 
Berdasarkan perhitungan menggunakan Maple (lihat Lampiran 2 dan 
3), jika 𝜇 ≠ 0 maka terdapat nilai eigen kompleks 𝜆 = 𝜂 + 𝑖𝜘 dan dari Sistem 
(3.52) dengan menggunakan Maple (lihat Lampiran 1) diperoleh Sistem 𝑢 . 
Selanjutnya dari Sistem 𝑢  dengan menggunakan Maple (lihat Lampiran 4) 
diperoleh 𝑟 . Saat 𝜇 < 0 diperoleh  
                 𝑟 = −0,003599174267 𝑟 𝑡 − 0,2537681559 𝑟 𝑡 3.                3.70  
Sehingga diperoleh gambar solusi dari Persamaan (3.70) untuk beberapa nilai 
awal dan medan arahnya (lihat Lampiran 4) yaitu sebagai berikut: 
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Gambar 7. Solusi Sistem saat 𝜇 < 0   
 
Berdasarkan Gambar 7, terlihat bahwa saat 𝜇 < 0 solusi sistem untuk sebarang 
nilai awal yang diambil maka akan bergerak menuju titik 0 sehingga sistem 
stabil asimtotik.  
Saat 𝜇 > 0 diperoleh persamaan berikut:  
                 𝑟 = 0,002603545397 𝑟 𝑡 − 0,5943829471 𝑟 𝑡 3.                   3.71  
Sehingga diperoleh gambar solusi dari Persamaan (3.71) untuk beberapa nilai 
awal dan medan arahnya (lihat Lampiran 4) yaitu sebagai berikut: 
 
Gambar 8. Solusi Sistem saat 𝜇 > 0 
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Dari Gambar 8 tidak terlihat apakah solusi sistem untuk nilai-nilai awal di 
dalam lingkaran maupun di luar lingkaran akan bergerak menuju lingkaran atau 
bergerak menjauhi lingkaran karena koefisien 𝑟 𝑡  dan 𝑟 𝑡 3 yang kecil. 
Namun berdasarkan subbab sebelumnya mengenai bifurkasi Hopf (Persamaan 
(2.35)), solusi sistem untuk nilai-nilai awal di dalam lingkaran maupun di luar 
lingkaran akan bergerak menuju lingkaran. Sistem stabil asimtotik saat 𝜇 < 0 
dan sistem membentuk orbit periodik saat 𝜇 > 0. Jadi bifurkasi Hopf terjadi 
saat 𝜇 = 0. 
 
F. Simulasi Numerik 
Sistem (3.11) dapat diselesaikan secara numerik dengan menggunakan 
Matlab yaitu sebagai berikut: 
1. Kasus ℛ0 < 1 
Diberikan nilai-nilai parameter untuk Sistem (3.6) yaitu sebagai 
berikut 𝛽 = 0,01, 𝐾 = 100, 𝑟 = 0.1, 𝜇1 = 0,55, 𝜇2 = 0,1, dan 𝛾 = 0,55. 
Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Sistem (3.6) maka diperoleh nilai-
nilai parameter untuk Sistem (3.11) adalah sebagai berikut 𝑟 = 0.1, 
𝜇1 = 0,55, 𝜇2 = 0,1, dan 𝛾 = 0,55, sehingga diperoleh ℛ0 =
1
1,1
< 1. 
Dengan demikian dengan menggunakan Matlab (lihat Lampiran 5) 
diperoleh 
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Gambar 9. Simulasi Sistem (3.11) untuk ℛ0 < 1 dengan Nilai Awal 
 0,2, 0,3, 0,1  dan 𝜏 = 2,5  
 
Berdasarkan Gambar 9, terlihat bahwa semakin lama penyakit akan 
menghilang dari populasi yaitu jumlah individu yang terinfeksi akan menuju 
nol sehingga berakibat jumlah individu yang sembuh juga akan menuju nol, 
sedangkan jumlah individu yang rentan akan menuju ke 1. Sistem (3.11) 
merupakan bentuk penyederhanaan dari Sistem (3.6), karena definisi 𝑆 =
𝑆
𝐾
 
maka jumlah individu yang rentan akan menuju ke 100 yang merupakan 
carrying capacity (kapasitas batas). 
2. Kasus 1 < ℛ0 ≤ 3 
Diberikan nilai-nilai parameter Sistem (3.6) sebagai berikut 𝛽 =
0,01, 𝐾 = 100, 𝑟 = 𝜇1 = 𝜇2 = 0,1, dan 𝛾 = 0,4 (Wang, 2010: 2400). 
Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut maka Sistem (3.11) memiliki 
nilai-nilai parameter sebagai berikut 𝑟 = 𝜇1 = 𝜇2 = 0,1, dan 𝛾 = 0,4, 
sehingga Sistem (3.11) memiliki titik ekuilibrium endemik 𝐸+ =
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-0.2
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 0,5, 0,05, 0,2 , dan 1 < ℛ0 = 2 ≤ 3. Dengan menggunakan Matlab (lihat 
Lampiran 6) diperoleh 
 
Gambar 10. Simulasi Sistem (3.11) untuk 1 < ℛ0 ≤ 3 dengan Nilai Awal 
(0,2, 0,3, 0,2) dan 𝜏 = 2,5 
 
Berdasarkan Gambar 10, terlihat solusi dari Sistem (3.11) dengan 
nilai awal (0,2, 0,3, 0,2) yang diambil disekitar titik 𝐸+ =  0,5, 0,05, 0,2  
semakin lama akan menuju ke 𝐸+ =  0,5, 0,05, 0,2 . Sehingga penyakit 
akan tetap ada dalam daerah penyebaran penyakit, untuk waktu tertentu 
jumlah individu yang rentan, individu yang terinfeksi, dan individu yang 
sembuh dapat diperkirakan. Dari titik ekuilibrium 𝐸+ =  0,5, 0,05, 0,2  
maka untuk waktu yang lama diperoleh perkiraan jumlah individu yang 
rentan, individu yang terinfeksi, dan individu yang sembuh yaitu sebanyak 
50 orang, 5 orang, dan 20 orang. Dengan mengetahui perkiraan jumlah 
individu tersebut maka diharapkan dapat dilakukan pengendalian 
penyebaran penyakit dengan tepat.  
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3. Kasus ℛ0 > 3 
Diberikan nilai-nilai parameter Sistem (3.6) sebagai berikut 𝛽 =
0,01, 𝐾 = 100, 𝑟 = 𝜇1 = 𝜇2 = 𝛾 = 0,1 (Wang, 2010: 2400). Berdasarkan 
nilai-nilai parameter tersebut maka Sistem (3.11) memiliki nilai-nilai 
parameter sebagai berikut 𝑟 = 𝜇1 = 𝜇2 = 𝛾 = 0,1, sehingga Sistem (3.11) 
memiliki titik ekuilibrium endemik 𝐸+ =  0,2, 0,08, 0,08 ,  ℛ0 = 5 > 3, 
dan 𝜏0 = 2,0842. Dengan menggunakan Matlab (lihat Lampiran 7) 
diperoleh 
 
Gambar 11. Simulasi Sistem (3.11) untuk ℛ0 > 3 dengan Nilai Awal (0,25, 
0,04, 0,2) dan 𝜏 = 1,2 
 
Berdasarkan Gambar 11, terlihat bahwa saat diambil 𝜏 = 1,2 < 𝜏0 =
2,0842, solusi Sistem (3.11) dengan nilai awal  (0,25, 0,04, 0,2) semakin 
lama akan menuju ke titik 𝐸+ =  0,2, 0,08, 0,08 . Sehingga diperkirakan 
jumlah individu terinfeksi yang tetap ada dalam daerah penyebaran penyakit  
yaitu sebanyak 8 orang. 
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Namun ketika diambil 𝜏 = 2,5 > 2,0842, dengan menggunakan 
Matlab (lihat Lampiran 8) diperoleh  
 
Gambar 12. Simulasi Sistem (3.11) untuk ℛ0 > 3 dengan Nilai Awal (0,2, 
0,3, 0,1) dan 𝜏 = 2,5 
 
Berdasarkan Gambar 12, terlihat bahwa titik ekuilibrium endemik 𝐸+ =
 0,2, 0,08, 0,08  tidak stabil.  
 
G. Interpretasi Solusi 
Berdasarkan simulasi sistem terlihat bahwa ketika ℛ0 < 1 (setiap 
individu yang terinfeksi dapat menularkan penyakit kepada rata-rata kurang 
dari satu individu rentan) maka pada akhirnya penyakit akan menghilang dari 
populasi. Sedangkan ketika ℛ0 > 1 (setiap individu yang terinfeksi dapat 
menularkan penyakit kepada rata-rata lebih dari satu individu rentan) maka 
penyakit akan tetap ada dalam daerah penyebaran penyakit. Saat 1 < ℛ0 ≤ 3 
penyakit akan menyebar dan untuk waktu tertentu jumlah individu rentan, 
individu terinfeksi, dan individu sembuh akan tetap. Oleh karena itu, untuk 
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waktu tertentu dapat diperkirakan jumlah individu yang terinfeksi yang selalu 
ada pada daerah penyakit menyebar tersebut, sehingga diharapkan dapat 
dilakukan pengendalian penyebaran penyakit dengan tepat.  
Sedangkan untuk ℛ0 > 3, ketika suatu penyakit memiliki waktu tunda 
𝜏 = 1,2 < 2,0842 (waktu saat individu tertular penyakit sampai individu dapat 
menularkan penyakit kurang dari 2,0842 satuan waktu) maka penyakit akan 
menyebar dan untuk waktu tertentu jumlah individu terinfeksi yang berada 
dalam daerah penyebaran penyakit akan tetap. Namun ketika waktu tunda 
penyakit 𝜏 = 2,5 > 2,0842 (waktu saat individu mulai tertular penyakit 
sampai individu dapat menularkan penyakit lebih dari 2,0842 satuan waktu) 
maka titik ekuilibrium endemik tidak stabil yaitu penyakit akan menyebar, 
namun jumlah individu yang terinfeksi tidak dapat diperkirakan karena 
jumlahnya berubah-ubah. 
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BAB IV 
PENUTUP 
 
 
A. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil analisis model Susceptible Infected Recovered (SIR) 
dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear maka dapat disimpulkan 
sebagai berikut: 
1. Model SIR dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear memiliki 2 jenis 
titik ekuilibrium yaitu dua buah titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 =
 0,0,0  dan 𝐸1 =  1,0,0  serta sebuah titik ekuilibrium endemik 𝐸+ =
 𝑆∗, 𝐼∗,𝑅∗  dengan 𝑆∗ = 𝜇1 + 𝛾, 𝐼
∗ = 𝑟 1 −  𝜇1 + 𝛾  , dan 𝑅
∗ =
𝛾
𝜇2
𝐼∗. 
Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 =  0, 0, 0  tidak stabil. 
Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸1 =  1, 0, 0  stabil asimtotik 
lokal jika ℛ0 < 1 dan tidak stabil jika ℛ0 > 1. Kestabilan titik ekuilibrium 
endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗,𝑅∗  stabil asimtotik lokal jika 1 < ℛ0 ≤ 3, 
sedangkan jika ℛ0 > 3 terjadi bifurkasi Hopf pada saat 𝜏 = 𝜏𝑛 ,𝑛 =
0,1,2,…. 
2. Model SIR dengan waktu tunda dan laju penularan bilinear dapat diubah 
dalam bentuk sistem persamaan yang bergantung pada paramater 𝜇 dengan 
𝜇 = 𝜏 − 𝜏0. Perubahan nilai parameter 𝜇 menyebabkan terjadinya bifurkasi 
Hopf pada sistem yaitu saat 𝜇 < 0 sistem stabil sedangkan saat 𝜇 > 0 
terbentuk orbit periodik.  
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B. Saran 
Berdasarkan hasil penulisan skripsi ini, penulis memberikan saran: 
1. Dalam skripsi ini terdapat teorema yang belum dibuktikan oleh penulis 
maka diharapkan peneliti selanjutnya dapat mencari bukti teorema tersebut 
guna menunjang analisis selanjutnya. 
2. Pembaca dapat membahas kestabilan global untuk titik ekuilibrium bebas 
penyakit 𝐸1 ketika ℛ0 ≤ 1. 
85 
 
DAFTAR PUSTAKA 
 
 
Anton, H. 1991. Aljabar Linear Elementer. Edisi ke-5. (Alih Bahasa: Pantur 
Silaban & I Nyoman Susila). Jakarta: Erlangga. 
 
Bartle, R. G. 2011. Introduction to Real Analysis. 4
th
. New York: John Wiley & 
Sons. 
 
Blanchard, P., Devaney, R.L., & Hall, G.R. 2012. Differential Equations. 4
th
. 
Boston: Brooks/Cole. 
 
Driessche, P. van den & Watmough, J. 2002. Reproduction Numbers and Sub-
threshold Endemic Equilibria for Compartmental Models of Disease 
Transmission. Mathematical Bioscience. 180 (2002). Hlm. 29-48. 
 
Guckenheimer, J., & Holmes, P. 1985. Nonlinear Oscillations, Dynamical 
Systems, and Bifurcations of Vector Fields. New York: Springer. 
 
Kar, T. K. 2003. Selective Harvesting in a Prey-Predator Fishery with Time 
Delay. Mathematical and Computer Modelling. 38 (2003). Hlm. 449-458. 
 
Kermack, W. O. & McKendrik, A. G. 1927. A Contribution to the Mathematical 
Theory of Epidemics. Mathematical and Physical Character. 115 (1927). 
Hlm. 700-721.  
 
Kuznetsov, Y. 1998. Elements of Applied Bifurcations Theory. New York: 
Springer. 
 
Luenberger, D. G. 1979. Introduction to Dynamic System. Canada: 
Simultaneously. 
 
Ma, Wanbiao, Song, M. & Takeuchi, Y. 2004. Global Stability of an SIR 
Epidemic Model with Time Delay. Applied Mathematics Letter. 17 (2004). 
Hlm. 1141-1145. 
 
Olsder, G. J & Woude, J. W. van der. 2004. Mathematical System Theory. 
Netherland: VVSD. 
 
Perko, Lawrence. 2001. Differential Equations and Dynamical System. 3
rd
. New 
York: Springer. 
 
Ross, L.1984. Differential Equations. 3
rd
. New York: Springer. 
 
Smith, Hal. 2011. An Introduction to Delay Differential Equations with 
Applications to the Life Sciences. New York: Springer. 
86 
 
Ullah, Roman, dkk. 2013. Stability Analysis of a General SIR Epidemic Model. 
VFAST Transactions on Mathematics. 1 (2013). Hlm. 16-20. 
 
Wahyudin Rajab. 2008. Epidemiologi untuk Mahasiswa Kebidanan. Jakarta: 
Kedokteran EGC. 
 
Wang, J.J., Zhang, J.Z., & Jin, Z. 2010. Analysis of an SIR Model with Bilinear 
Incidence Rate. Nonlinear Analysis: Real World Applications. 11 (2010). 
Hlm. 2390-2402. 
 
Widowati & Sutimin. 2007. Pemodelan Matematika. Semarang: Fakultas MIPA 
Universitas Diponegoro. 
 
Wiggins, Stephen. 2003. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical System 
and Chaos. 2
nd
. New York: Springer. 
 
 
87 
 
LAMPIRAN 
 
Lampiran 1. Program Maple Bentuk Sistem 𝑢  
 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
Akan dicari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen lambda sehingga 
diperoleh basis Φ 
>  
>  
Selanjutnya didefinisikan matriks u dan Φu 
>  
Didefinisikan matriks B=diag[lambda] 
>  
Akan dicari basis Ψ untuk vektor eigen dari sistem transposnya 
>  
>  
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>  
>  
>  
>  
>  
Selanjutnya didefinisikan h sebagai berikut 
>  
Didefinisikan bagian linear dan bagian nonlinear dari sistem 
>  
Diperoleh x_ce yaitu koordinat u untuk titik pada center eigenspace, x_cm yaitu 
koordinat u untuk titik pada center manifold, dan x_h yaitu koordinat u untuk 
titik pada bentuk nonlinear center manifold 
>  
Turunan h terhadap theta 
>  
Turunan h terhadap u 
>  
>  
89 
 
Selanjutnya akan dicari nilai h 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
 
>  
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>  
>  
Selanjutnya diperoleh sistem udot yaitu sebagai berikut 
>  
 
  
91 
 
Lampiran 2. Program Maple untuk Mencari Ψ01,1, Ψ01,2 ,Ψ02,1 ,Ψ02,2, ℎ1_11(0),  
ℎ1_12(0),ℎ1_22(0),ℎ2_11(0),ℎ2_12(0),ℎ2_22(0),ℎ1_11(−1),ℎ1_12(−1),ℎ1_22(−1), 
ℎ2_11(−1),ℎ2_12(−1),ℎ2_22(−1) saat 𝜇 < 0 
 
 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
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>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
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>  
>  
>  
>  
>  
>  
94 
 
>  
>  
>  
>  
>  
95 
 
>  
>  
>  
>  
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Lampiran 3. Program Maple untuk Mencari Ψ01,1, Ψ01,2 ,Ψ02,1 ,Ψ02,2, ℎ1_11(0),  
ℎ1_12(0),ℎ1_22(0),ℎ2_11(0),ℎ2_12(0),ℎ2_22(0),ℎ1_11(−1),ℎ1_12(−1),ℎ1_22(−1), 
ℎ2_11(−1),ℎ2_12(−1),ℎ2_22(−1) saat 𝜇 > 0 
 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
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>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
98 
 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
99 
 
>  
>  
>  
>  
>  
100 
 
>  
>  
>  
>  
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Lampiran 4. Program Maple untuk Titik Ekuilibrium Endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
untuk ℛ0 > 3 saat 𝜏 < 𝜏0 dan saat 𝜏 > 𝜏0 
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Lampiran 5. Program Matlab untuk Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 𝐸1 =  1,0,0  
untuk ℛ0 < 1  
 
function ddex1 
sol = dde23(@ddex1de,[2.5],@ddex1hist,[0,200]); 
figure; 
plot(sol.x,sol.y) 
xlabel('t'); 
legend('S','I','R') 
function s = ddex1hist(t) 
s = [0.2,0.3,0.1]; 
function dydt = ddex1de(t,y,Z) 
ylag1 = Z(:,1); 
dydt  = [-y(1)*ylag1(2)+0.1*y(1)-0.1*y(1)^2 
y(1)*ylag1(2)-0.55*y(2)-0.55*y(2) 
0.55*y(2)-0.1*y(3)]; 
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Lampiran 6. Program Matlab untuk Titik Ekuilibrium Endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
untuk 1 < ℛ0 ≤ 3   
 
function ddex1 
sol = dde23(@ddex1de,[2.5],@ddex1hist,[0,2000]); 
figure; 
plot(sol.x,sol.y) 
xlabel('t'); 
legend('S','I','R') 
function s = ddex1hist(t) 
s = [0.2,0.3,0.2]; 
function dydt = ddex1de(t,y,Z) 
ylag1 = Z(:,1); 
dydt  = [-y(1)*ylag1(2)+0.1*y(1)-0.1*y(1)^2 
y(1)*ylag1(2)-0.1*y(2)-0.4*y(2) 
0.4*y(2)-0.1*y(3)]; 
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Lampiran 7. Program Matlab untuk Titik Ekuilibrium Endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
untuk ℛ0 > 3 saat 𝜏 < 𝜏0 
 
function ddex1 
sol = dde23(@ddex1de,[1.2],@ddex1hist,[0,2000]); 
figure; 
plot(sol.x,sol.y) 
xlabel('t'); 
legend('S','I','R') 
function s = ddex1hist(t) 
s = [0.25,0.04,0.2]; 
function dydt = ddex1de(t,y,Z) 
ylag1 = Z(:,1); 
dydt  = [-y(1)*ylag1(2)+0.1*y(1)-0.1*y(1)^2 
y(1)*ylag1(2)-0.1*y(2)-0.1*y(2) 
0.1*y(2)-0.1*y(3)]; 
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Lampiran 8. Program Matlab untuk Titik Ekuilibrium Endemik 𝐸+ =  𝑆
∗, 𝐼∗, 𝑅∗  
untuk ℛ0 > 3 saat 𝜏 > 𝜏0 
 
function ddex1 
sol = dde23(@ddex1de,[2.5],@ddex1hist,[0,2000]); 
figure; 
plot(sol.x,sol.y) 
xlabel('t'); 
legend('S','I','R') 
function s = ddex1hist(t) 
s = [0.2,0.3,0.1]; 
function dydt = ddex1de(t,y,Z) 
ylag1 = Z(:,1); 
dydt  = [-y(1)*ylag1(2)+0.1*y(1)-0.1*y(1)^2 
y(1)*ylag1(2)-0.1*y(2)-0.1*y(2) 
0.1*y(2)-0.1*y(3)]; 
 
 
